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Introducao

Estas notas destinam-se a servir de apoio a unidade carra®IMatematica |, lec-
cionada no primeiro semestre, aos cursos de ContabilidadeGesgtdo. Os principais
objectivos de Matematica | prendem-se com o estudo dostassatados nos seguintes
capitulos:

As notas séo, em parte, uma reedi¢éo de um texto escrid0@yi07, também no &mbito

da unidade curricular de Matematica .

O Capitulo 1 é dedicado ao estudo das funcdes reais de umeaeladal. Neste tema,

ja conhecido da maioria dos alunos alunos, vamos trabatimamedos basicos do célculo
aritmético e do calculo algébrico. Naturalmente serdoddms os conceitos de limite
continuidade e derivabilidade. Destacamos o estudo encyartdas fungdes exponen-
cial e logaritmica.

No Capitulo 2, damos o conceito de primitiva como o inversoad#ia de derivada (anti-
derivada) e sdo abordadas técnicas de primitivacéo.

No Capitulo 3 é abordada a no¢do de matriz, suas operacogaganles. Também
é dado o conceito de determinante de uma matriz quadrada.

O Capitulo 4 trata de alguns métodos para a resolucao de astirequacoes lineares.
Cada capitulo apresenta uma ultima seccédo onde sao propastofcios de aplicacéo,
muitos dos quais serdo resolvidos nas aulas préaticas edgiaticas.

Chamamos a atencao para o facto de ndo haver nenhum meio deéeapratematica que
nao envolva a resolucdo de muitos exercicios.






Capitulo 1

Funcdes reais de uma variavel real

Os principais objectos de estudo da Matemética séo as fsinblisste curso, vamos
orientar tal estudo para as aplica¢gdes praticas extradasainpos das ciéncias sociais.

1.1 Generalidades sobre funcbes de uma variavel

O conceito de fungcdo como uma regra ou lei que nos diz como uanatigade variavel
depende de outra, oferece-nos a prespectiva de comprezndeelacionar fenbmenos
naturais.

1.1.1 Funcdes e seus graficos

Na pratica, as fungdes surgem, com frequéncia, de rela¢@ésrias entre variaveis.
Comecemos por observar o seguinte exemplo:

Exemplo 1.1.1.Consideremos que este ano, num certo supermercado, o pregaodo
tem sofrido um aumento mensal 2Zleuros e que no final de Outubro, cada p&o custava
64 euros. Podemos traduzir esta situacéo pela equagadd4 = 2(x — 10).

A equacao anterior é equivalentg a= 2x + 44 e facilmente nos convencemos que
a mesma nos da o preco do pao em fungéo do tempo. A tabelateeigfiitnma-nos dos
objectos (valores assumidos pela variavel independert@yespondentes imagens:

Més | 1|2 |3|4[5[6]|7][8|9]|10/11]|12
Preco| 46 [ 48| 50| 52| 54|56 58| 60| 62| 64| 66|68

Claro que o grafico que representa a dependéncia funcioral@rgsta sobre uma
recta. Vamos entéo definir as no¢cBes analitica e grafica déwnpao:
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Definicdo 1.1.2.Uma fungéof € uma correspondéncia que associa um so valor da varia-
vely a cada valor da variavet. A variavelzr diz-sevariavel independente pode tomar
gualquer valor num certo conjunto de nimeros reais, denadunlominio def. Para
cada valor der no dominio def, o valor correspondente dg é denotado poif (z) tal
quey = f(z). A variavely diz-sevariavel dependento conjunto dos valores assumidos
por y a medida que: varia no dominio , diz-senagem ou contradominide f.

Uma funcao real de uma variavel real € uma fungéo cujos dorainicontradominio
estdo contidos no conjunto dos numeros reais. As funcdesnpaeeér classificadas de
injectivas ou nao injectivas, de acordo com a seguinte nogao

Definicdo 1.1.3.Uma funcaof diz-seinjectivase no seu dominio ndo existirem objectos
diferentes com a mesma imagem, isto éf (39 = f(y) implicar z = y.

Exemplo 1.1.4.A fungdof(x) = z* — 4 é injectiva, mas a funcég(z) = z* + 2 nédo é
injectiva. De facto,

fla)=fb)ed 4=V -4od =0 ca=0,
enquanto
gla)=g) e d*+2=P+2s =P <a=bVa=—b

Definicdo 1.1.5.0 gréfico de uma fungég é o conjunto de todos os pontgs, y) no
plano cartesiano, tal que pertende ao dominio deey = f(x).

Devemos cultivar o habito de, sempre que possivel, perasticgmente. Por exemplo,
podemos verificar se uma funcéo € injectiva através do séoaraveriguando se existem
ou ndo rectas horizontais que intersectam o grafico em majselom ponto. O grafico
de uma funcéo é a trajectéria do pofioy), quando ele se move no plano cartesiano, as
vezes subindo, as vezes descendo em fungéo da naturezada fomsiderada.

Dizemos que uma funcaacéntinua quando o seu grafico ndo apresenta interrupgoes.
As descontinuidadesurgem essencialmente sob uma das seguintes formas:

e Uma funcéo definida em diversos intervalos apresenta diisomiades se os gra-
ficos relativos a cada um desses intervalos ndo se ligam sraisos.

¢ Uma funcéao definida por um quociente apresenta descorditeisempre que o seu
denominador for nulo.

Funcdes pares e imparesOs conceitos de fungéo par e funcdo impar ajundam-nos em
muitos casos no esboco grafico de uma fungdo. Considereniasgoplo, as funcdes

flx)y=2>—4 e g(x)=2"
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Algebricamente, facilmente concluimos que

fl=z) = (-2)’ —4=2" -4 = [(z)

g(~x) = (-2)° = —2® = —g(x)

Graficamente, também se observa ¢fiez) = f(z). Portando o gréfico d¢ é
simétrico em relagéo ao eixo dos y, isto é, se 0 pontg) pertence ao gréafico, entdo o
ponto(—zx,y) também pertence. Relativamentg(a), notamos qug(—z) = —g(z), e
consequentemente, o graficoglé simétrico em relacao a origem.

Definicdo 1.1.6. 1. Uma funcaqgf é parse para todo a: do domino d¢f, —x também
pertence ao dominio dge f(—x) = f(x).

2. uma funcaof é imparse para todo ac do domino def, —x também pertence ao
dominio def e f(—z) = — f(x).

O numero de fungdes distintas é claramente ilimitado, narneatvamos classificar
em algumas categorias aquelas que serao o nosso objectodie es

Funcdes algébricas:
1. Asfuncdes polinomiaisédo definidas por polinGmios e tém por dominhie.
As func¢des polinomiais seguintes séo de grgkie 3, respectivamente:

flx)=3r—-2, gx)=1-2z+2* h(z)=z—2°

O gréfico def é uma recta e o grafico de2 uma parabola.

O gréfico de fungdes polinomiais de grau superi®deauma linha curva que podera
ser mais facilmente identificada com o conhecimento de cgnapriedades da
funcd@o que seréo estudadas mais a frente. Experimenteagsbgrafico dei(x),
através do conhecimento de alguns dos seus pontos, e eaulaaytios seus zeros.

2. Asfuncdes racionaisao definidas por quocientes de polindbmios e o seu dominio é
0 conjunto de numeros reais tal que os denominadores naaolsean
Como exemplos de fun¢des racionais, temos:

25 — z2 x 3 2
— ~ =24 ——— h .
f@) =278 gwy=2t 5t b=

Note queR \ {—1,1}, TR e IR\ {0} séo os dominios dg, g e h, respectivamente.
Além disso, o grafico d¢ tem descontinuidades em= 1 ez = —1, o gréafico de
g ndo tem descontinuidades e o graficobdem uma descontinuidade em= 0.
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3. Asfuncdes irracionaisao definidas por expressoes algébricas com pelo menos um
radical e o seu dominio € o conjunto de nimeros reais paraas glexpressao
algébrica tem significado.

Como exemplos de fungdes irracionais, temos:
flz)=v25—2a2, g(z)=2++Vao—1:

Os dominios d¢f, g s@o respectivamenie-5, 5| e [1, +oo.
Funcgdes transcendentes:
4. Asfuncdes transcendentefo aquelas que ndo sdo algeébricas. As funcdes trans-

cendentes que iremos estudar na seccdo seguinte, sdo assflaxponenciais e
logaritmicas.

Mais a frente, vamos também estudar o célculo diferencigljad fornece métodos
para descobrir outros aspectos importantes do gréfico dejualquer funcgéo.

1.1.2 Algebra de funcbes e composicéo de funcdes

Dadas duas fungbete g, podemos obter outras funcdes através das operacdes,adicao
subtraccéo, multiplicacéo, divisdo ou composicao das ragsm
Por exemplo, dadas as funcdes

fla)=2*=2 e g(2) =—5e-1
consideramos .
W) = f(@) + gla) = a® = So—1

Definicdo 1.1.7.Sejamf e g duas fun¢des cujos dominios se intersectam. Definimos as
funcdesf + g, f — g, f.9, eg do seguinte modo:

(f = 9)(x) = f(z) — g(z)
(f-9)(x) = f(x)-g(x)
f flx)
(5)(1’) e

Em cada caso, o dominio da funcao definida consiste da irtefisedos dominios das
duas funcdes, a excepgdo do quarto caso, onde os valoresopayaaisg(z) = 0 s&o
excluidos.
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Dadas duas equacdgs- t? et = 2z — 5, é possivel escreverem funcdo de: pela
substituicdo da segunda equagao na primeira, obtgndd2x — 5)?. Atendendo a que
a equacdg = t* define a funcagf(t) = t* e a equagdo = 2z — 5 define a fungdo
g(x) = 2z — 5, entdo tem-se

y = [f(t) = flg(x)).

A equacaaq; = f[g(x)], obtida pelo "encadeamento"dee g, define uma nova funcda
chamadaomposicaale f e g e € simbolizada pat = fog.

Definicdo 1.1.8.Sejamf e g duas funcdes que satisfazem a condicao de que pelo menos
uma imagem de pertence ao dominio d& Entdofog € a funcao definida pela equacao

(fog)(w) = flg(z)].

Se denotarmos pab; o dominio de uma funcég, podemos indicar o dominio da
funcdo composta por:
Dfog = {SL’ € Dg : g(CC) < Df}

Exemplo 1.1.9.Sejam as funcbes

f(x):mj_3 e g(z)=vVr+2.

Vamos caracterizar as funcogs— g, f.g € fog.
O dominio das fungdes— g, f.g € [—2, +ocl, e sdo definidas por

TV + 2
(f=9)a) = —5 -Vot2 e (fg)la) ===,
respectivamente.

Comog(xz) € Dy, para qualquerz € D,, o dominio da fun¢ég‘og também e
[—2, +00[ € a sua expresséo analitica &

VI + 2

Jooe) = ixa s

1.1.3 Func0es inversas

Duas funcded e g dizem-se inversas se as compostag e gof resultarem na funcéo
identidade, isto é, se
fog(x) =z, VzreD,

gof(x) =z, Yz € Dy.

Por exemplofz) = /z e g(z) = 2? parar > 0, sdo inversas uma da outra.
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Definicdo 1.1.10.Duas func¢ded e g dizem-senversasse verificarem as seguintes con-
dicoes:

1. Aimagem dg esta contida no dominio dé

2. Aimagem d¢g esta contida no dominio dge

3. Para qualquer: € D, fog(z) = x.

4. Para qualquer: € Dy, gof(x) = x.

Denotamos a inversa de uma funcfior f~!. Geometricamente verificamos que
duas fungdes sao inversas quando o grafico de uma é o simedrigrafico da outra,

relativamente a recta= .

Exercicio 1.1.11.Verifique a simetria os graficos da fun¢g&dz) = 2x + 1 e da sua
inversa.

Método algébrico para determinar f~1:

1. Escrever a equagdo= f(z).

2. Resolver a equacdo em ordem, para obterr = f~1(y) .

3. Trocarx pory na equacao do passo anterior.

As nocdes de funcgdo e de inversa de uma fungao levam-nos licaue nem toda
a funcdo admite inversa. De factt,' deve ser a Unica funcéo cujo grafico é o simétrico
do gréfico def, isto &, f devera ser uma funcao injectiva.
Exemplo 1.1.12.Seja a fungéo injectivd(z) = z* — 8 com dominidR. Fazendoy =

2 -8 <= 13 =y +8 <= x = Yy+8, obtemosf~'(x) = V/x + 8, cujo dominio
também &R.

1.2 Funcdes exponenciais e logaritmicas

A funces algébricas ndo sédo suficientes para a aplicacadatdandtica as ciéncias soci-
ais. As func¢des exponenciais sao utilizadas, para pragscga populacdo, na avaliacdo
de investimentos, entre outras aplicacdes. A funcdo logad sera abordada como a
inversa da funcéao exponencial.
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1.2.1 Funcgles exponenciais

Defini¢cdo 1.2.1.Funcéo exponencial é uma funcéo da forffla) = «*, ondea é uma
constante positiva.

Da definicdo de funcéo exponencial, facilmente se concleliegonesma tem dominio
R e contradominid .
Lembremos as seguintes leis dos expoentes:

1. Leido produtou”a® = a"**.
2. Leido quocientet; =a"* .
3. Poténcia de poténci&:”)” = a'*.

Representacao grafica das fungbes exponenciais:

A funcdo exponencial € injectiva e monotona, isto é, vanage no mesmo sentido.
Uma das aplicacdes praticas da funcéo exponencial € o eaeyliros compostasSe
investirmosP euros a uma taxa de juros anuad os juros forem capitalizaddsvezes
por ano, o salde(t) apdst anos sera

s(t) = P(1+ %)kteuros.

Exemplo 1.2.2. Suponha que s&o aplicadds00 euros a uma taxa de juros anual de
0,06. O saldo ap640 anos, se os juros forem capitalizados mensalmente, é dado po

120
5(10) = 1000(1 + 20

) = 1819, 4
O numero irracionak, cujo valor aproximado é d2 718 € a base da maioria das
funcdes exponencias que iremos encontrar. Por exempleagmque o salde(t) da
guantiaP a uma taxa de juros anuale os juros forencapitalizados continuamenté
dado em funcéo do tempo, por
s(t) = Pe™.

Exemplo 1.2.3.Suponha qué 000 euros sdo aplicados a uma taxa de juros anual de
0,06. O saldo ap6$ anos, se os juros forem capitalizados continuamente, é gado

s(5) = 1000e".
Modelos exponenciais:

1. Diz-se que uma quantidadé) que obedeca a leit) = ¢(0)e*, ondeg(0) e k sdo
constantes positivas, apresentaecmscimento exponencial
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2. Diz-se que uma quantidagé) que obedeca a lgi(t) = ¢(0)e**, ondeq(0) e k
sao constantes positivas, apresentadegrescimento exponencial

Se os juros forem capitalizados continuamente, vimos qaddo $ancario resultante
s(t) = Pe™ também cresce exponencialmente.

A venda de certos produtos, quando séo interrompidas aamgsmanhas publicita-
rias, bem como o valor das maquinas ap0s a sua aquisicaqadidgqdes que decrescem
exponencialmente.

Exemplo 1.2.4.Consideremos que uma maquina é desvalorizada com o tempaseé apo
anos o seu valor for dado pa(t) = ¢(0)e*%. Se apds dois anos a maquina valeoo
euros, entdo o preco inicial foi dg0) = 8000.¢"*® euros.

1.2.2 Afuncéo logaritmo natural

O grafico da funcéo exponencial= «” revela que se trata de uma funcao injectiva que,
por isso, admite inversa. De facto, a funcéo inversa dea” chama-sdogaritmo dey
na base: e é representado pérg,y. Deste modo,

log.y <y =a”.
Exercicio 1.2.5.Porqué que para qualquer numero positwgose tenlog,1 = 0?

Sendo a funcéo logaritmp= log, « € a fungéo exponencigl= «” inversas uma da
outra, claro que o dominio e o contradominio da fung&elog, = séo, respectivamente,
R* eR. Portanto s6 existem logaritmos de nimeros positivos.

Chamamodogaritmos naturaisaos logaritmos na base Também a cada numero
positivoa corresponde um expoeritéal quea = €b. O logaritmo naturab é representado
porin a. Devido a importancia da funcéo exponenefalos logaritmos naturais aparecem
frequentemente em aplica¢Bes praticas.

Propriedades dos logaritmos:

Atendendo a que as fun¢dgs= e e y = Inx S0 inversas uma da outra, a definicdo de
logaritmo e as propriedades das poténcias, temos:

1. en? = g,
.Ine* =z

. In(uv) =Inu+Inv

.Inu? =vinu

2
3
4. In? =Inu—Inv
5
6

. log, * = log, = log, a.
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Exemplo 1.2.6.Resolva as seguintes questdes, usando a definicdo de togagisuas
propriedades.

1. Sef(x) = Inz, determine e simplifiqug(y/e) + f(e?).

2. Escreva como um Unico logaritrhe(2) — 5 In(16).

3. Caracterize a inversa da fungdo definida gdr) = e3*~1 + 2.

Solugdo. 1. f(v/e) + f(e*) =In(y/e) + In(y/e)® = L In(e) + 2 In(e) = 2In(e).

2. In(2) — 3 In(16) = In(2) — 3 In(2) = —% In(2).

3. D; =ReCDy = [2,+00[, porquee®~! > 0, para qualquer valor de
Alem disso,
L2 =y o et :y—2<:>3x—1:1n|y—2|(:):17:%(1n|y—2|+1).
Entédo a funcdo inversa~!, tem dominio[2, +oc[, contradominidR e é definida
por

f7 ) = 3(n]-2] + 1)

1.3 Limites e continuidade de funcdes

Nesta seccéo apresentamos a ideia de limite de uma funcasgremos para estudar a
nocao de continuidade da funcéo.

1.3.1 Sucessdes numéricas - limite de uma sucessao numerica

A sucessao natural dos nimerog, 3, ..., n, ... € uma correspondéncia que a cada nu-
mero natural associa o proprio numero. Poderemos refeticessao dos nimeros pares
2,4,6,...,2n, ..., que a cada niumero natural associa o seu dobro.

Definicdo 1.3.1.Umasucessade numeros naturais € uma funcao real de variavel natu-
ral, f: N — R, definida porf(n) ou f,,, sendon a ordem do termo.

De um modo geral a sucess@g,) é definida por umaxpresséo analiticgpor exem-

plo
n+1

2
n
ou por umdormula de recorréncigpor exemplo

111:\/5 N Uy =/D+1t,_1, n>2.

Up =
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Definicdo 1.3.2.Uma sucessagu,, ), convergeparaa € R (ou tem por limiter) se e s6
se para todo o numero positivg existe um numerp, tal que:

n>p—|u, —al <9

Uma sucesséo que nédo é convergente didhgergente Uma sucesséagu,,) conver-
gente para zero diz-se unfinitésimo Uma sucesséa,, ) diz-se uninfinitamente grande
se 0 conjunto dos seus termos nédo for majorado nem minosde@,iséu,,| — co.

Como exemplos de infinitésimos, temgs = % ev, = 27". As sucessdes, = n,
v, = 2" et, = y/n sdo exemplos de infinitamente grandes.

Sucessdes monoétonas:

1. Dizemos que uma sucessao é monoétona crescente, em satatide para qualquer
n € N, upr1 — u, > 0.

2. Dizemos que uma sucessao é monotona crescente, em sestido, se para qual-
quern € N, uy41 — up, > 0.

3. Dizemos que uma sucessao € monotona decrescente, eto satatj se para qual-
quern € Ny vy — uy, < 0.

4. Dizemos que uma sucessado € monotona decrescente, edo sestrito, se para
qualquem € N, u,.1 — u, < 0.

Defini¢do 1.3.3.Uma sucesséafu,, ) é limitada, se o conjunto dos seus termos é majorado
e minorado, isto é:(u,) é limitada<=- existeL € R, tal que para qualquen €

N, |u,| < L.

Exemplo 1.3.4.A sucesséo de termo geral

_3dn-—-1

C4An+3°

Un,
1. E limitada, porque sé = 1 temos a condi¢&o universal ef

2. E monotona crescente, porque

3n—1 3n—4 25

Ul = = 7 4nt 3 (4n+ T)(4n +3) "

3. Tem limite2, porque
3 13

ua — 1=

4" 16n + 12
€ um infinitésimo.
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Propriedades 1.3.5. 1. Toda a sucessdo monoétona e limitada é convergente
2. O limite de uma funcdo, se existir, é Unico.
3. Oinverso de um infinitésimo é um infinitamente grande.

4. O inverso de um infinitamente grande é um infinitésimo.

A sucesséo de termo geral + 1)™:
Prova-se que a sucess@o+ +)" € mondtona crescente e € limitada, por isso é con-
vergente. O limite desta sucesséo € por definicdo o nleero

1
Hm(l+ =) = e~ 2,71828,
n

O seu valor aproximado pode ser determinado calculand@sivos termos da sucessao.
Prova-se também que

. X

lim (1+ —)" =¢”.

Up—00 Up,

1.3.2 Limites de funcdes

Aideia de limite é facil de ser captada intuitivamente. Baneplo, se uma placa metélica
guadrada se expande uniformemente quando aquecidaeomprimento do lado, entédo
a area da placa @ = 2. Quanto mais @ se avizinha de&, tanto mais a ared tende
para9. Simbolicamente escrevemos

lim 2% =09.

r—3
Vamos definir o conceito de limite de uma fung&o num ponto séacda nocdo de limite
de uma sucesséo:

Definicdo 1.3.6.Diz-se que uma funcag, real de variavel real, tende para um namero
b quandozx tende paraz se e sO se toda a sucessdo de valores: ddiferentes dey,
convergente para, corresponde uma sucesséao de valores da fungéo tenderdae par
Escreve-se:

lim f(z) =10

r—a

Por exemplo, a funcao identidad&;x) = =, é tal que qualquer sucessao convergente

paraa, por valores diferentes de

T1,L92y...;Lpy... — A
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é transformada em si propria, e portanto

lim f(z) = a.

r—a
Limites laterais:

1. Diz-se qué € o limite a direita de: da funcéo real de variavel refilsse a toda a
sucessao de valores demaiores que: corresponder uma sucessao de valores da
funcéo tendente pafa Escreve-se:

lim f(z)="5

r—a™t

2. Diz-se qué € o limite a esquerda deda funcéo real de variavel reglsse a toda
a sucessao de valores denenores que corresponder uma sucessao de valores da
funcdo tendente pata Escreve-se:

lim f(z)="5

3. Selim, ., f(x) = b, entdolim, .- f(z) = b= lim, .+ f(x).
4. Selim, .- f(z) =belim, ..+ f(z) = ¢ # b, entdo ndo existbm,, ., f(x).

Como a definigéo de limite de uma fun¢do depende do limite deswo@sséo, as
propriedades comhecidas das sucessdes, mantém-se panadest Entdo:

Teorema 1.3.7. 1. O limite de uma fungéo, se existir, € unico.
2. O limite de uma func¢éo constante € a prépria constante.

Sao também consequéncia da definicdo de limite, as segpmoj@sedades:
Propriedades dos limites:

L. tim, o (f + g) () = lim, _q f(x) + lim, _, g(x).
2. limy—o(f.g)(x) = lim,_, f(z). lim,_, g().

3. lim, [ f(2)]" = [lim, ., f(2)]".
4

‘ ooy _ limgg f(z)
i, £ () = Mmeatt)

5. lim,—q ¥/ f(2) = {/lim,_, f(2).

A aplicacéo das propriedades dos limites pode levar-nogusre das situacdes dele-
terminacdo oo — oo, 0.00, %,% gue deveremos ultrapassar no sentido de calcular esse
limite.
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Exemplo 1.3.8. 1.

9.2
lim 2273 i 5 32— 5
x—0 T x—0
2.
2r — 2 e R
1m =lim — =1lim — = —
z—+o0 5+ 8z z—0 8z z—0 &
s 2
limg_—x:lim B-2)B+z) = lim —3-7) :_—6:00
e=372 —6r+9 =3 (v —3)2 z—3 (x — 3) 0

1.3.3 Fungdes Continuas

Diz-se que a funcdg € continua no ponto de abcissae

lim f(z) =a

Continuidade a direita e a esquerda:
1. f é continua a direita deselim, ..+ f(z) = f(a)
2. f é continua a esquerda deselim, ., f(z) = f(a)

Se uma funcéo é continua ementéo verifica a continuidade a esquerda e a direita
dea.

Exemplo 1.3.9.A funcao definida por

2 se <1
3 se x>1

embora descontinua em= 1 é continua a direita dé.

Vamos agora atender a nogéo de continuidade de uma funcadadorintervalo do

seu dominio.
Continuidade num intervalo:

1. Sef é continua num intervalo aberi@, b[, entdof € continua em todos os pontos
do intervalo.

2. Sef é continua enu, b|, entdof é continua enfu, b elim, ., f(z) = f(b).
3. sef é continua enfu, b[, entdof € continua enfu, b elim, ..+ f(z) = f(a).

4. Sef é continua ena, b], entdof é continua ema, b[, lim,_,- f(z) = f(b) e

lim, ..+ f(z) = f(a).
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Consideremos as seguintes propriedades das fun¢cdes esuma intervalo fechado:

Propriedades 1.3.10. 1. Teorema de BolzanoSe f € continua ema,b] e k£ € um
valor compreendido entré¢(a) e f(b), entdo existe um numero€la, b[ tal que

f(e) = k.

2. Teorema de WeierstrasBoda a fungéo continua num intervalo fechado e ndo vazio
tem nesse intervalo um maximo e um minimo.

O Teorema de Bolzano, também conhecido cdmorema dos valores intermédjos
tem a seguinte consequéncia: S&uma funcdo continua ejm b] e f(a). f(b) < 0, entdo
a funcéo admite pelo menos um zero no interyalé|.

Exemplo 1.3.11.As solu¢bes da equacao = # séo os zeros da funcaf(z) =

r — —. Esta funcéo é continua em todo o seu dominio, o qu&l odemos por

THa?"
isso aplicar o Teorema de Bolzano em qualquer intervalogdoh Comof(1) = % e
f(0) = —1, entdof(1).£(0) < 0, 0 que prova a existéncia de pelo menos uma raif de
em]|o0, 1].

1.4 Nocéao de derivada e suas aplicacoes

A diferenciacdo € uma técnica matematica que possui graariiedade de aplicacdes,
incluindo o tracado de curvas, a optimizacao de funcdes alesarle taxas de variacao.

1.4.1 Derivada de uma funcao - sua interpretacao grafica

Comecemos por usar o conceito de limite para determinar «elefd recta tangente ao
grafico de uma funcdo num dado ponto. Sefam: (z1,y,) € Q = (x2,y2), dois pontos
do gréafico da fungég(z). ComoP e ) sdo pontos do grafico dé temosy; = f(x;) e
y2 = f(x2). Claro que a rect®() é uma recta secante ao gréficofde a sua equacao é

dada por
J(x2) — f(x1
y— f(x1) = foa) = 7o)
To — T
Fazendaor, = z; + h, cOmh a ser uma quantidade tdo pequena quanto queiramos,
temos( = (z1 + h, f(z1 + h)) a ser um ponto do gréfico da func@déo proximo deP
guanto queiramos e a recta secante tendera para a rectateaageyrafico da funcéo no
pontoP. Entdo o declive da recta tangente ao graficg de pontoP é dado por

flxy+h) = fz)
h

(x — 1)

m = lim
h—0
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Exemplo 1.4.1.Consideremos a funcdf(x) = 2z + 22. O decliveda recta tangente ao
gréafico da funcagof, no ponto(1, 1) é dado por

m = lim fa+n) - f{) = lim
h—0 h h—0 h

2(14 h) + (1 + h)? 4

A equacdo da recta tangente/é= 4(xz — 1) + 1, ou equivalentementg,= 4z — 3.

Definicao 1.4.2.Chamamos derivada da fun¢g@z) no ponto de abcissay, f'(zo), ao
coeficiente angular da tangente a curya= f(z) no ponto de tangéncia de abcissa

Exemplo 1.4.3.Consideremos ainda fun¢gdx) = 2z +2%. O declive da recta tangente
ao grafico da funcag, num qualquer pontgr, y) é dado por

2\ 2 2
f,<$):lim2(x+h)+(h+x)) (2z + z%) — tim 2h 4+ 2zh + (x + h) .
h—0 h h—0 h

Isto éf'(z) = 2 + 2.
Fica entdo definida a nocao de derivada de uma funcéo:

Definicdo 1.4.4.Chamamoslerivadada func¢éof (z), & funcéo

fla) — 1 LE D) =)

h—0 h

que, graficamente, representa o declive da recta tangenge&iwo dey = f(x) em cada
pontoz.

Definicdo 1.4.5.Uma fungéo € diferenciavel num ponto de abcissse f'(z) existir e
for finita. Geometricamente significa qyigem uma recta tangente com declif/éx).

A derivada de uma fung&p= f(z) sera denotada por

dy df
/ ! -d _J

Atendendo a interpretacdo grafica da derivada de uma futegfos:

Propriedades 1.4.6. 1. Se uma funcao é diferenciavel num ponto, entéo as suas deri
vadas laterais séo iguais.

2. Se uma funcgéo é diferenciavel num determinado valor dalssinio, entédo ela
também é continua.

No entanto uma funcéo pode ser continua num ponto e ndo seertifavel. Por
exemplo, a funcég(x) = |z| é continua enR, mas néo é diferenciavel em= 0. de
facto, as derivadas lateraf§0") e f(0~) sdol e —1, respectivamente.
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1.4.2 Regras de derivacao. Derivadas de ordem superior
Comecemos por determinar a derivada da funcéo afinf(8e= ax + b, entdo

f'(x) = lim f(x+hf)b—f(x) = lim a(z+h) +hb_ax_b Zlim%:a

h—0 h—0 h—0 h

Podemos estabelecer quef$e) = ax+b, entdo a fungéo derivada é dada jigr:) =
a. Também usando a definicdo de derivada, obtemos a derivddagie constante a ser
zero e a derivada da funcé&a a serk. Deste modo podemos obter as seguintes técnicas
de derivacéo, aplicadas as fun¢gesg:

1.(f+g)=f+d

2.(f9) =19+4d.f
3. (f") =nfrlf

4. (b = L

5. (a/) = f'.a’ . Ina,a € R*

6. (Inf) = f?
Exemplo 1.4.7. 1.

13—z

=30

—2
(z —1)2

43— 33—

—2/3
r—1 )

3

(613—3z>/ — (31,2 . 3)61 —3$.

Derivada da funcdo composta e derivada da fungao inversa:

Vamos de seguida determinar a derivada da funcdo compasiae a derivada da
funcdo inversg—!, caso estas existam.

Suponhamos que = (22 + 5x)3. Podemos calcular

dy

/ [ ——

usando a regra da poténcia:
ji 3.(z% — 52)%(2z — 5).

Outro método é fazermas= 22 — 5z, tal quey = u?, % = 3u?, & = 27 + 5. Entdo

' du
dy dy du

_ 2 2 (02 B N2(0m
= Ty = 3u”(2z +5) = 3.(x* — 5x)*(2z — 5).
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A legitimidade da igualdade

dy  dydu

dr  dudzx
€ garantida pelo teorema da derivada da fun¢cdo compostaétarmonhecido pela regra
da cadeia:

Proposicéo 1.4.8.Seja a fungéo compostao g definida porf o g(x) = f[g(z)]. Entdo
(fog)(z) = fg(x)].9'(x).

Consideremos agora as funges invergas = z° ¢ g(y) = ¢/y. Comoz =
9(y), entéoj—; = ¢'y. Pelaregra da cadeia,

dedy _dv _
dydr  dx
logo
de 1
dy  dy/dx
Comoy = 23, entdo
&y = 322 = 3y*/3,
dx
isto &,
dv 1
dy o 3y2/3’
desde que # 0. Concluimos pois a regra da derivada da funcéo inversa: Se
dy
a7
entao
de 1
dy  dy/dx’

0 que nos permite enunciar o teorema da funcao inversa:

Proposicao 1.4.9.Sejaf uma funcao diferenciavel no maior intervalo aberto do seu
dominio e sejg’(z) # 0, para qualquer: desse intervalo. Entaf tem uma inversg, a
gual é diferenciavel e

1
/
9(r) = o
= )
Exemplo 1.4.10.Sef(x) = 22,z > 0, claro quef~!(z) = \/x e podemos calcular
1 1 1

U= ) T o) e
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Diferenciagao implicita:
Como ja vimos, uma funcao real de variavel real pode ser dafppod uma equacéo
de duas variaveis, por exemplo as equacoes

y=2>-32, y’—br=1, e+2x=1, zlhy+e =0

No primeiro caso, dizemos que a funcéo esta definida expiieihte. Podemos tentar
explicitar as funcgdes, por exemplbv+ 2z = 1 < y = In(1 — 2x). Mas isto nem sempre
€ possivel. Experimente explicitar a funcao definida pel@edar Iny + e* = 0.

Dada uma equacao na qual se estabajan®licitamente como uma fungéo diferen-
ciavel dez, calcula—se‘j—g do seguinte modo:

1. Derivar ambos os membros da equacao em relagée asar a regra da cadeia ao
derivar termos que contenhanfporquey € encarado como uma fungéo.de

2. Resolver a equacao que contém as derivadas em orgy%ém a

Exemplo 1.4.11.Vamos calcular o declive da recta tangente a curva® — 6 = 5y° +
emz = 2. Derivando ambos os membros da equacdo em ordenobtemos

3x2y@ + 2z = 15y2@ +1
dx dx
e resolvendo a equacéao, temos
dy — 1-— 213
dr ~ 3z%y? — 1542
O ponto de tangéncia@, y(2)) = (2, —2) e o declive é dado por
dy —11

2,-2) = ——.
7,32 =—

Derivada de ordem superior: A taxa de variagdo de uma func¢i¢r) em relacdo a
x, € dada pela sua deriva@dz). Analogamente, a taxa de varia¢cdo de uma furf¢éo
em relacdo a, é dada pela sua derivadé(z).

Exemplo 1.4.12.Se
f(z) =In(a® - 1),

entao 5
T
fw) = x2—1
e
vy 2@ —1) —2z(2z) —22% -2
f (33) - ($2 _ 1)2 - (xQ _ 1)2

Como a derivada de uma func¢@tr) é ainda uma funcdo, podemos aplicar as regras
da derivag&o sucessivamente e obter a derivada de ordgm(m@;).
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1.4.3 Teoremas de Rolle, Lagrange e Cauchy

Uma das aplicacBes da nocao de derivada é a localizacéo ssdezeuma funcao. Co-
mecemos por enunciarkeorema de Rolle

Teorema 1.4.13.Sejaf uma fungdo continua num intervalo fechdda| e diferenciavel
emla,bl. Sef(a) = f(b), existe pelo menos um numer@ertencente aa, b[ tal que

f'(c) = 0.

Este teorema garante que o graficofdadmite uma tangente horizontal num ponto
interior dea, b[. Como consequéncias do Teorema de Rolle, temos 0s seguindés co
ros:

Corolario 1.4.14. Sea e b sé&o zeros de uma funcdo contingiano intervalo|a,b] e
diferenciavel enja, b|, entdo existe pelo menos um zero da deriviidam|a, b|.

Podemos enunciar, que entre dois zeros de uma funcao (camtidiferenciavel) ha
pelo menos um zero da derivada.

Corolario 1.4.15. Se f é diferenciavel num intervald C [a,b] e sea e b S40 zeros
consecutivos d¢, entdo ndo pode haver mais do que um zero da deriyaela|a, b|.

Devemos notar que, conjugando este resultado com o teoremBalzano para fun-
¢cOes continuas, podemos afirmar:

1. Se a funcdo assumir valores de sinais contrarios parazdms consecutivos da
derivada, entre esses dois numeros existe um zero da funcéo;

2. Se o sinal for o mesmo, ndo ha zero algum da funcao entresozsatos da derivada.

Exemplo 1.4.16.Vamos determinar o nimero de solu¢des da equacéo
3rt —22° — 322 +1=0
e a sua localizacédo grafica. Comecemos por considerar a fuogatnua e diferenciavel
f(z) = 32" — 22 — 322 + 1.
A sua derivada é
f'(z) = 122° — 62* — 62
e admite os zeros )

—,0, 1.
277

Temos
() =75>0 fO=1>0 f1)=-1<0
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Além disso,
lim f(z) =400

T——+00

lim f(z) = +4oc.

T——00

Ent&o, podemos concluir que:

e em|0, 1[ existe um zero da funcao;
e em|=, 1] ndo ha nenhum zero da funcéo
e em|l, +oo[ existe um zero da fungéo.

e em| — oo, 5[ ndo ha nenhum zero da funcao.

A partir do teorema de Rolle vamos estabelecer uma das maistanpes conclusdes
sobre as derivadas, que d@orema de Lagrangeu Teorema do valor médio

Teorema 1.4.17.Se f uma funcgdo continua num intervalo fechgdob| e diferenciavel
em|a, b|, entdo existe um numergertencente &, b| tal que

: f(b) — f(a)
f'e) = B —
A formula
f(b) = fla) = f(c)(b—a)
relaciona o acréscimg(b) — f(a) de f(x) com o acréscimé — a da variavelzr, por

isso o teorema de Lagrange também se chama teorema dosraogéfnitos. Como
conseqguéncias imediatas do teorema de Lagrange temos:

e Uma funcéof que tem derivada nula em todos os ponto:dé é constante nesse
intervalo. Na verdade, sg, 25 €]a, b[, entdo

fx2) — f(z1) = (22 — 1) f'(c) =0
Logo
f(x2) = flz1) =0 & f(x2) = f(21).

e Duas fungbes com a mesma derivada diferem de uma constante.efédgo, se
f'(x) = ¢'(x), entdof’(x) — ¢'(x) = 0 e porissof (z) — g(z) = k

e Sef admite derivada positiva em todos os ponto$adé/, € estritamente crescente
nesse intervalo. Basta considerarz, €|a, b| e
f/(C) _ f(x2) B f(x1>

To2 —T1

Como f'(c) > 0, entdof(z3) — f(z1) € z2 — 21 tém 0 mesmo sinal, portanto a
funcéo é crescente.



1.4. Nocéo de derivada e suas aplicagbes 21

e Se f admite derivada negativa em todos os pontokidi, é estritamente decres-
cente nesse intervalo.

Exemplo 1.4.18.Vamos determinar os intervalos de monotonia da funf@g = z?¢”.
Comof/(z) = 2xe® + z%e® = e*(2z + x?), entdo:

f'(z) >0 2z €] — 00,0[U]2, +o0]

f(z) <0<z €]0,2]

Temos entdo que a funggoé monotona crescente ém- oo, 0[U]2, +0o[ € € mondtona
decrescente ef, 2|.

O Teorema de Cauchylaciona os acréscimos de duas funcdes e € uma generalizaca
do teorema de Lagrange.

Teorema 1.4.19.Sef e g sdo duas fungBes continuas énv|, diferenciaveis enu, b| e
seg'(x) #0, Vx €]a,b] entdo existe pelo menos um nimene|a, b tal que

f'(e) _ fb) = f(a)

g(c)  g(b) —gla)

Como uma consequéncia pratica muito importante teniegaa de Cauchyque nos
permite resolver indeterminac¢des no caso dos limites dgis

Teorema 1.4.20.Sejamf e g fun¢Bes diferenciaveis e, b[. Se

§(@)#0. g(e) £0, Vo clab]lm f(z) = lim g(x) =0

r—a

e existir ()
. X

@)

Cf@) . fa)

M g@) i g(a)

Facilmente se prova que este corolario também é aplicagedeguintes casos:

Y

entao

e Se avariavelk — oo, isto €,

lim @ = lim f’(x);

i g(z) ~ e (o)

e Se aindeterminacao for do tig9, sejaa finito ou infinito;
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e Sef’ ey tendem pard, quandar tende para, entao

i L) L) 1)

= lim .
i=ag(x)  a—ag(z)  e—ag’(z)

2
i log x

lim ( )

Tr—00 €T

Exemplo 1.4.21.Vamos calcular

Claro que
2 2
) log x . logx
lim = [ lim
Tr—00 X Tr—00 X
Além disso,
| 1
lim —2% — Jim - = 0.
r—o00 I r—00 U
Logo,

) log 2
lim =0
T— 00 €T

1.4.4 Estudo de funcdes e problemas praticos de optimizagao

Vimos ja que o sinal da funcéo derivaglanos permite determinar os intervalos de mo-
notonia da funcdg. Vamos agora identificar os maximos e minimos relativos da um
funcéo e estudar um procedimento para os localizar.

Definicdo 1.4.22.Uma fungdof possui um maximo relativo em = ¢ se existir um
intervalo abertol que conténa, tal quef é definidaen e f(¢) > f(x), Vz € l.

Definicdo 1.4.23.Uma funcaof possui um minimo relativo em = ¢ se existir um
intervalo abertol que conténa, tal quef é definidaen e f(¢) < f(z), Vz € l.

Realizamos a noc¢édo de extremo relativo como um ponto do giddi¢oncdo onde a
recta tangente é horizontal.

Definicdo 1.4.24 Diz-se que um pontoé ponto critico da funcag, quandof é definida
emc mas nao é diferenciavel emou f'(c¢) = 0

Proposicéo 1.4.25Se uma funcag possui um extremo relativo num pontcentdoc €
um ponto critico def

Proposi¢éo 1.4.26 Seja uma fungég definida e continua no intervala, b e diferen-
ciavel ema, b], excepto possivelmente em
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1. Sef'(x) > 0, para todo oz em]a, c[ e f'(z) < 0, para todo ox em]|c, b[, entdof
possui um maximo relativo em

2. Sef’(x) < 0, para todo ox em]a, c| e f'(z) > 0, para todo oz em]|c, b], entédof
possui um minimo relativo em

A representacéo grafica de uma funcgao é facilitada pelo conbato dosentido das
concavidadeslo mesmao.

e Dizemos que uma curva é concava para cima se o0 declive dasasg@sntes au-
menta a medida que se percorre a curva da esquerda pardaa direi

e Dizemos que uma curva é cbncava para baixo se o declive datasggentes dimi-
nui a medida que se percorre a curva da esquerda para a.direita

Como a variacéo da func¢god é dada pelo sinal da fun¢dd, entdo temos o seguinte teste
para a concavidade:

Proposi¢éo 1.4.27. 1. Sef”(x) > 0 paraa < x < b, entdof é cbncava para cima
emja, b|

2. Sef’(x) < 0 paraa < x < b, entdof é concava para baixo e, b|

Definicdo 1.4.28.Diz-se que um pontoé ponto critico de segunda ordem da funggo
quandof €é definida ena mas néo exist¢” (c) ou f"(c¢) =0

Facilmente se percebe que os pontos de inflexdo do graficto§pde mudanca da
concavidade) sédo os pontos criticos de segunda ordem.
Vamos entdo sumarizar os passos a considerar no tracadafegde funcdes:

e Calcularf’, determinar todos os pontos criticos de primeira ordemresepta-los
graficamente.

e Calcularf”, determinar todos os pontos criticos de segunda ordem&serga-los
graficamente.

¢ Dividir o eixo dosz em intervalos de acordo com 0s pontos criticos de primeiea e d
segunda ordem. Construir uma tabela para analisar o sinpisndeira e segunda
derivadas em cada desses intervalos.

e Construir o grafico em cada intervalo, de acordo com os dadtzbdéa.

Exemplo 1.4.29.Consideremos a fungéo
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A primeira derivada,
11—z
/ pa—
fl) = (x+1)3
tem um zero no pontfl, f(1) = (1,1). Além a fung&o ndo est4 definida em= —1.
Derivando novamente, temos
2r — 4

(z+1)*

O ponto critico de segunda ordem corresponden(é,%). A seguinte tabela traduz o
comportamento da fungéo:

f/l(m) —

Intervalo | f'(z) | f”(z) | monotonia def | concavidade d¢
r<—1 - - decrescente para baixo
—-l<zx<l1 + - crescente para baixo
l<zr<2 - - decrescente para baixo
x> 2 - + decrescente para cima

Usando a informacédo obtida em cada intervalo e atendendosaaiginuidade da
funcdo enx = —1, facilmente chegamos ao gréfico.

Os problemas de maximos e minimos tém grande aplicacao ews @& Gestdo. Por
vezes a funcdo a maximizar tem significado pratico apenasdqua variavel indepen-
dente € um numero inteiro. Observemos o seguinte exemplo:

Exemplo 1.4.30.Um fazendeiro em um de Julho pode vender cada saca de batatas a
euros, verificando-se uma reducgéo diaria 2leuros em cada saca, apos esta data. O
fazendeiro estima que em um de Julho &8reacas e a produ¢édo aumentara de uma saca
por dia. Quando deve o fazendeiro colher as batatas de modaxamzar a receita?

Claro que a resolucao deste problema passa pela determindoaealor maximo
da funcéo receita, dada pelo produto do preco da saca nd gialo niumero de sacas
previstas para esse dia, isto é,

r(t) = (200 — 2t)(80 + t).
Atendendo a que se trata de uma funcao continua e
r'(t) = —4t + 40,

entdo o valor maximo da receita ocorre quartde 10 (note que”’(t) > 0 quandot < 10
er’(t) < 0 quandot > 10). O fazendeiro deve colher as batatas no dia 10 de Julho.
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Na maioria dos problemas praticos de optimizagéo, o okgeéticalcular o maximo
absoluto ou 0 minimo absoluto de uma certa funcdo num intesignificativo. Oma-
ximo absolutale uma funcé&o num intervalo € o maior valor da funcédo nessevaib. O
minimo absolutae uma fun¢do num intervalo é o menor valor da funcao nesswatd.
Claro que se o intervalo em causa for fechado, entdo os exdrabswmlutos (méximo e
minimo) poderdo ocorrer numa extremidade do intervalo.

Para calcular os extremos absolutos de uma funcao continuan intervalo fechado
[a, b] devemos atender ao seguinte:

e Calcular todos os pontos criticos dem|a, b].
e Calcular aimagem atraves gdedesses pontos criticos e das extremidades.

e Seleccionar o maior e 0 menor valor obtido pafa). Estes serdo o maximo abso-
luto e o minimo absoluto, respectivamente.

Por exemplo, vamos calcular os extremos absoluto§ de= 223 + 322 — 122 — 7
em[—3,0]. Temosf’(z) = 6z2* + 6z — 12 e 0s pontos criticos ocorrem quande= —2
ex = 1. Destes pontos, apenas= —2 esta no interval¢—3, 0]. Calculamos:

f(=2)=13, f(=3)=2, f(0)=-T.

Comparando estes trés valores concluimos que o méaximo &bstEy em [—3,0] é
f(—2) = 13 e 0o minimo absoluto ¢(0) = —7.

1.5 Exercicios propostos

1. SupdBe-se que a populacao de uma certa comunidade, dagubs € de

6
) =20— —
p(t) =20+

milhares.

(2) Qual a populacdo da comunidade, daqueaos?
(b) De quanto crescera a populacdo durari2ano?
(c) Ao longo desse tempo, 0 que acontece ao tamanho da papflac

2. Nas alineas seguintes, calcule os valores indicadosgaregéo dada.

(@ f(t) = (2t =172 f(1), f(5), F(3);
(0) f(z) =2 —lz =2 f(1), f(2), f(3);
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10.

11.
12.

1. Fungées reais de uma variavel real

3 se r <=5

(c) f(x){x+1 se —5<z<5, f(-6),f(-5),f(16),
Vr se x>5

Prove quef(f(z)) = x, quandof (z) = 1 — z.
Calculef (z + 3), quandof (x) = (2z + 6).

Determine o dominio das seguintes funcdes:

(@) f(z) = v2z — 6; (©) flw) = L=,
(b) f(f) = \/%; (d) f(x) — |$ _ 1| ($2 _ 9)1/2_

Considere as fungdgs$r) = /z e g(z) = 2% — 4.
Determine(f — g)(1), Z(1); (f + 9)(x); (fg)(x) e L ().
Indique o dominio das fungdgs+ g, fge .

Considere as fun¢dggz) = vz — 3 eg(x) = 4z — 12.

Determine, caso existéf o g)(1), (f o g)(z), (go f)(1), (g o f)(x).
Indique o dominio das funcdes compostas g) e (g o f).

Numa certa fabrica, o custo do fabricogdenidades durante o horério de trabalho é
dec(q) = ¢*> + g+ 900 euros. Nas primeirashoras de produgdo de um dia normal
de trabalho, fabricam-sgt¢) = 25¢ unidades.

(a) Expresse o custo de fabrico em funcéa.de
(b) Quanto tera sido o gasto na producdahhaora?
(c) Quando sera que o custo de producao ating#0 euros?

Verifique se as seguintes funcdes sao pares ou impareisjedaras implicacdes na
sua representacdao grafica:

@ f(z) =|=|+1; (€) h(z) = —a® + bu;
(0) g(z) = |z +1| = |z

; @) j(@) = o

Prove que as funcdgse g definidas porf ()%= e g(x)*~ sé&o inversas uma da
outra.

Justifique se a func@odefinida porg(z) = |z + 2| é invertivel.

Determine a inversa das seguintes fungdes, caso exista:
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

@) f(z) = —7a3 (b) g(z) = =55, (€) h(z) = 2% -3z + 2.

Determine cada um dos seguintes limites:

(@) lim, 1 1= 2x; (€) lim, o = \/7 (e) lim,_ “i*\/i;
(b) lim, 1 5= (d) lim, g 22228 (f) lim, ., L2

Determine a continuidade das seguintes funcées, ndspioilicados:

z2-9
= se x#3
a = @3 . emz =3;
(2) f(z) { 6 se =23 v
3—22 se x<1
(b) f(x) = -4 se r=-1, emz=—1.
x+1

Determine o conjunto dos valores para 0s quais cada gamtes funcdes € conti-
nua:

@) f(z) = |z| - () flo) = £=t2t8: (e) f(x) = VA — a7

(b) flx) =2 (d) f(2) = oy (M flz)= ;;;*?.
Esboce no mesmo sistema de eixos os gréaficos dos sequarntsesle funcdes:
(@) f(z) = 3" eg(z) = 47;

(b) f(z) = (3)" eg(z) = (1)";

(©) f(z) =" eg(z) = e .

Use as propriedades dos logaritmos e calcule:

(a) ln\/g’ (C) f( ) 31n2—21n5; ( ) eln(ir 4)

(b) ens: (d) In 31/3’ ) e — In( l/x_

Resolva as seguintes condi¢cdes, em ordem a varniavel

(@) log,(z) = 3; () log,(7) = 3; (€) 3In(z) — 5In(z) = 5;
() In(z) = 3(In(16) +
(b) log,(4) = 0,4; (d) 2 = ¢"062; 21In(2).

Caracterize a inversa das seguintes funcdes e esbocesnrpano cartesiano a
funcéo dada e a sua inversa.
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(@) f(z) =e > (b) f(z) =Wn(3z —2); (¢) f(x) =2 In(3x).
20. Nos problemas que se seguem, atenda as seguintes f@rmula

i) Se aplicarmog” euros a uma taxa de juros anua os juros forem capitaliza-
dosk vezes por ano, o montanf¢t) apést anos é dado paf(t) = P(1+%)"
euros.

i) Se aplicarmosP euros a uma taxa de juros anuag 0s juros forem capita-
lizados continuamente, o montarfié) apost anos € dado pa§(t) = Pe™
euros.

(a) Em quanto tempo uma quantia duplicara o valor, se irdeestiuma taxa de
juros anual dé, 06, capitalizados continuamente?

(b) Em quanto tempo uma quantia duplicara o valor, se forstida a uma taxa
de juros anual dé, 08 e os juros forem capitalizados trimestralmente?

21. Determine o declive da recta tangente ao grafico de cadaasfuncdes, no ponto
indicado:

@) f(z) = vz em(9,16); (b) f(z) = ;5 em(1,1).

22. O imposto anual pago pelo aluguer de determinada magnas apo2000 é de
i(z) = 2022 + 40z + 600. Qual foi a taxa de crescimento do imposto relativamente
ao tempo, en20047?

23. Esboce o gréafico das seguintes fungdes, analise a ddatileue, caso seja neces-
sario, determine através do céalculo flér+) e def'(x — —), quandof é diferen-
ciavel.

(a)f<x>={f—39 MBSEEERCUORE L A

6 se x>2 1 se

(0) f(x) =1— |z —3;

24. Considere a fungao

z2=9
_ ) T se x <2
/(@) { 6 se r>2

Determine os valores dee b para quef’(1) exista.

25. Aplique as regras basicas para a diferenciacao e indigiezivada das seguintes
funcdes:
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26.

27.

28.
29.

30.

31.

32.

33.

(mﬂ@:%—%+1wnx><MMﬂﬁ @f@=mVﬂ+%+1

(b) f(x) = 1ng(cg;); (e) f(z) = (2? (5 ()n) flz) = 3z 4 1)e37;
(© fla)=2 -2 () flo)= 2L, mﬂm(£§

Calcule a derivada das seguintes funcées com o auxiliegda da cadeia:

@ f@) = o' =2+ 1)) f@) = 2 © fla) = Vel -2+ VB

Considere as seguintes funcges f(z), definidas implicitamente. Calculg(x),
por diferenciacéo implicita.

(@) zy?—z?y+2*+2y° = () 1 + i =1; (e) eV = 3zy?;
(b) 2*y* — 32y =60;  (d) vz + /y=6; (f) InZ = a3y%
Y

Mostre quey = Sze~** satisfaz a equacao diferencidl+ 8y’ + 16y = 0.
Calcule a derivada d® ordem das seguintes fungdes:

@) flx) = S5 (b) flz) =" + L (0) f(z) =" In /.
Esboce o gréfico de uma fungfia:) definida para todo o € R, tal quef(z) > 0,
f'(z) >0ef"(zx) > 0.

Verifiqgue se podemos aplicar o teorema do valor intermm@gdorema de Bolzano
sobre continuidade) as seguintes func¢des, no intervaloadd. Caso afirmativo
determine esse valor.

@) f(z) =2+, em|0,3]; (b) f(x)=+x+1em]3,8.

Verifiqgue se podemos aplicar o teorema do valor médiogtea de Lagrange) as
seguintes funcgdes, no intervalo indicado. Caso afirmatiteraoene esse valor.

(@f@):{agf186x<l.em[a%
3—x se xz>1 (b) f(z) = /2] em[-1,1].

Seja a funcag, definida por

e se <1
f(x)_{l—i—lnx se x>1"

Mostre que:
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34.
35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

1. Fungées reais de uma variavel real

(@) f(x) é continua enk;
(b) f(x)tem derivada finita erg;
(c) Em nenhum intervalo real € aplicavel o Teorema de Rolle.

Prove que a equacigz? + 1) = z, tem no maximo duas raizes én

O lucroP em euros, obtido pela producéo dd¢oneladas de uma liga metalica,
é dado porP = 12.000z — 30z2. Quantas toneladas devem ser produzidas para
maximizar o lucro?

Uma companhia de televisao pretende operar numa peqigzae. Prevé-se que
aproximadament&00 pessoas subscrevem o servi¢o se 0 preco por assinante for de
5 euros por més. A experiéncia mostra que cadéntimos de aumento no prego
da subscricdo individual, das600 pessoas iniciais decidirdo ndo o subscrever. O
custo da companhia, por més de subscricdo esta estimadobeeuros. Qual o
preco que trard maior lucro para a companhia?

Uma fabrica produz radios pdruros cada e avalia que se cada radio for vendido
a X euros, os consumidores comprarédo aproximadamiedige!* radios por
semana. Qual devera ser o preco unitario da venda dos réali@syaximizar o
lucro?

Admitindo que o crescimento da populagdo de um certcspgise a funca®(t) =

% milhdes de habitantes, qual o ano em que se verifica um maioerao

dessa populacao?
Seja a funcéo definida ptz) = In(2 + 2).

(a) Determine o dominio da funcéo.
(b) Prove que o pontp-1,0) pertence ao grafico da funcéo.
(c) Prove que f € monotona decrescente em todo o seu dominio

(d) Prove que as rectas de equagédo 0 ex = —1/2 séo assimptotas do grafico
da funcéao.

(e) Esboce o gréfico da funcéo.

Suponha qué¢ e g séo fungdes pares. Prove gfie- g, f — g, f.g e f/g também
sao funcdes pares.

Uma folha de papel dispde d& centimetros quadrados para impressdo de um
jornal. As margens superior e inferior estd@ aentimetros da extremidade cor-
respondente ao papel. Cada margem lateral deve sercdatimetro. Quais as
dimensdes da folha de papel para que a area total seja minima?
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1.5.1 Solugdes

1.

10.

11.

12.

(@) P(9) = 19,4 milhares;
(b) P(9) — P(8) = 2,67,
(c) A populacao cresce.
(a) f(l) f( ) - 27? (13) - 125
(b) F(1)=0,f(2) =2,f(3) =2).
(©) f(=6) =3, f(=5) = —4,f(16) = 4.
f(z+3) = 422
(@) Dy =] — o0, —2[U[2, +oo[\{4}. (c) Dy = [3, +o0].
(b) Dy =R. (d) Dy =] — 00, —3[U[3, +00].
fog(e) = VaZ =4, (f —g)(1) =4, (f + 9)(x) = Vo + 22 — 4, L(x) = ¥,

Dy 1y = RY, Doy =] — 00, ~2[U[2, +00] €D = [0, +o0[\{2}.

fog(z) = VAz —15,go f(x) = 4V/z — 3—12, Doy = [22, +o0[, Dyoy = [3, +00].
(@) coq(t) = 125t + 25t + 900.
(b) coq(3) = 1359 Euros.
(c) Quando se tiverem fabricado0 unidades.

f € par e, consequentemente, o0 seu grafico é simétrico emaelagixo dos vy,

h e j sdo impares e 0s seus graficos sdo simétricos em relacadem grigdo € par
nem impar.

. _ —24+r<=zx>0
Sim. f 1(x):{ —2—x<zx<0 }-
(@) f! —Z, D =D,, =R

(b) g~ (3?) = g(x).

(c) N&o existeh!.
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(a) 0. (c) 1. (e) ¥
(b) 3. (d) 4. (f) 1

(@) f é continua em: = 3.
(b) f nao é continuaem = —1.

(@ R. (c) R\{1}. (e) [-2,2].
(b) R\{0}. (@ R. () R\{4}.
@) 35 (©) 5 (€) x—2
(b) 5 (d) ¥ f =

(a) v = 43. (c) x = 49. (e) x = e
(b) = = 2°. (d) o = 2. (f) = = 4.

@ fMz) = 2@ Dy =R, D R.

T

(b) f~(x) = =R, D, =]3,+o0]

© f'(x) = — R, D), =J0, +oc|.

@t= 006) anos. (b)t = M anos.
@m=1. (b) m=—1.
#(4) = 200.

(@) Funcédo continua, ndo diferenciavel.
(b) Funcdo continua, ndo diferenciavel.
(c) Funcao nao continua, ndo diferenciavel.

La=2b=—1.
@) f'(2) = — o’ 0 @) = 3.
(b) f'(z) = “Zniixl- (@) f/(x) = 2=t
©) ['(z) = -5 + 2. (h) f'(z) = —9ze3.
d) f(x) = 4x(6:c2+7). () f(x) = 8x\z/z:537—53_
() f'(x) =2 — 20+ 1 T
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26. @f@=zEH  OF0)=ghs  © @)= 25—

dy _ 2xy—z+4y dy _ /T
27. (&) 3 = oy @) z =%
y
dy _ 3z*y?-3az dy _ ze*—bzy
(b) dr — 4235 3y" (e) de %e%,gyz'
dy o2 dy _ —z—2x*y>
© = 0 & =755
28.

641 631 621
29. (a) f"(x) = A

(b) f"(x) = 9ess 14t — 9122

eV | Inz evV® evV® | 1-Iny/x TeVE—2eY®
O o - 5 [ + ] i %

30. O grafico da funcée’.

31. (a) Sim. O ponta = 1. (b) Nao.

32. (a) Nao, néo é diferenciavel. (b) N&ag,néo é diferenciavel.
33.

34.

35. 200 toneladas.

36. = representa 0 numero de acréscimos de 5 céntimos e a fungacélagada por
L = (600 — 4x)(5 + 0,05z) — 3,5(600 — 4x). L tem um maximo enx = 60,
logo o preco da assinatura que implica maior lucro para aesag dado paP =
5+ 0,005 x 60 = 8 euros.

37. x representa o preco a que é vendido cada radio e a funcao laerdeéporl. =
1000e~% 2 — 5000e~%1%. O preco de cada radio de modo a optimizar o lucro é de
x = 15 euros.

38. t = 1551n(0,625).
39. (a) Dy =] — o0, —3[U]0, +o00];
40.

41. As dimensdes da folha de papel devera® 3.
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Capitulo 2

Técnicas de primitivacao

Na Matematica Aplicada ocorre frequentemente conheceangiesivada de uma fungao
e desejarmos encontrar a funcdo. Por exemplo, determinarcad lucro de um certo
produto quando conhecemos a margem de lucro, ou conhecéaxi®d @ inflacdo pode-
mos querer obter estimativas de preco, no futuro. Numa dgésg anteriores tratamos o
problema das tangentes. Vamos agora estudar o problenmadrde@ das tangentes: dada
a derivada da funcao, determinar a propria funcéo.

2.1 Primitivacao como o problema inverso de derivagcao

Ao processo de determinagcédo de uma funcéo a partir da swadeda-se o nome de
primitivacdqg antidiferenciacdmu integracdo indefinidaSe f e g sdo fun¢des tais que
g = f, dizemos que é uma primitiva de dg¢. Por exemplgy(z) = z? € uma primitiva
de f(z) = 2.

Notar que também a familia de funcdes) = 2? + ¢, ¢ € R é uma primitiva de
f(x) = 2z. Isto, geometricamente, porque os graficosifle) = z? + ¢ sédo obtidos
por uma translacéo vertical do grafico gle) = z? que ndo muda a inclinagdo da recta
tangente para um dado valor de

Definicdo 2.1.1.Uma funcaaqy diz-se umarimitiva de uma funcag sobre um conjunto
de nimerod, se¢'(x) = f(x) para todos os valores deem/.

Sabemos que qualquer funcdo constante tem derivada rggaymea funcdo constante
€ uma primitiva da funcéo nula.

Proposigéo 2.1.2.Seg é uma funcéo tal que’(x) = 0 para todos os valores de em
algum intervalo abertd, entdog tem valor constante erh

35
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Proposicéao 2.1.3.Seg € uma primitiva da funcag num intervalo abertd, entdo a
funcdoh com dominial € uma primitiva def em/ somente sé = g + ¢, para alguma
constante:.

Nota 2.1.4.A notagdo[ f(x)dz = g(x) + ¢, significa que a fungédg é uma primitiva da
funcdof, tal queg¢’(z) = f(z) vale para todos os valores deno dominio def.

1
/ZL‘Zd:L' = §x3 + c.

2.2 Primitivacao imediata

Exercicio 2.1.5.Verifique que

Atendendo a que a integracéo indefinida (ou antidifereaojppverte a diferenciacao,
cada regra de diferenciacao fornecera uma regra corresptnplara integracdo. Vamos
observar algumas dessas regras:

1. [de=z+c

2. [ fl(x)dx = f(x)+c

mn+1
n+1

[af(z)de =a [ f(z)dx
J(f+9) = [ fde+ [ gde

.ff%dx:lnf—i-c

w

. Jatde =

>

ol

[o2]

\‘

f flefde =€l + ¢
Vamos agora observar algumas aplicacdes praticas das eeggaiores.

Exemplo 2.2.1.
M N
/(36 +x—2x Ydx =

1 1
3/exdx+2/—d:c——/:c2d:c:
T 2

1
3¢ 4+ 2Inx — 6x3+(].
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Exemplo 2.2.2.Consideremos que a populacdo de uma certa cidade varia segand
taxa de2 + 6,/x pessoas por més. Vamos determinar a populacdo daquimeses,
sabendo que a populacédo actual é de 5000 pessoas.

Daqui az meses, o numero de elementos sera dado por

plx) = /(2 + 6v/T)dr = 2z + 4232 + ¢

para alguma constante
Comop(0) = 5000, ent&o2(0) + 4(0)*/2 + ¢ = 5000, ouc = 5000.
Logo,

p(x) = 2z + 42°% 4 5000.

/( C _dr=
3+ 2e”

1 2e”
- do —
2/3+2ew .

1
iln(?) +2e”) 4+ C.

Exemplo 2.2.3.

Exemplo 2.2.4.
/ V24 lnxdx B
T

2 3 11

2(2 +Inz)? 4 C.
2.3 Algumas regras de integracéao

2.3.1 Primitivacao por substituicao

A técnica de primitivacao por substituicdo € uma conseda&ucteorema da derivada da
funcdo composta. Por exemplo, a derivada da funcao

f(z) = (2% + 32+ 5)°

f'(x) = 9(z* + 3z + 5)%(2x + 3)
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e pode ser calculada, usando a regra da cadeia.
De facto, sef (u) = u° eu(r) = 2% + 3z + 5, temos

(fou)(z) = f'(u(z))/(x) = 9(2* + 3z + 5)%(2x + 3).

Considerando qué'(u) € a primitiva def (u), entéo

/f(u)j—zdx = F(u)+c¢

porque, pela regra da cadeia,

d du du

LF()] = Flw) 5 = fu) ]

Técnica da substituicao:
Para integrar um produto da formfau)j—;, onde um dos factore%, € a derivada de
uma expressan que aparece no outro factor, deve proceder-se do seguigke: mo

1. Determinar a primitivg f(u)du do factorf(u), em relagéo a.

2. Substituiru, no resultado pela sua expressao na variavel

/ f(u);l—zdx: / f(uw)du.

Podemos ainda aplicar este método nos casos em que, mesiendédam produto na
forma f (u)fl—g, 0 possamos obter por consideracao de factores constantes.

De facto,

Exemplo 2.3.1.
1
/x36x4 + 2dx = Z/4x3e””4 +2dr =" 4+2+C

De facto,
du
4 3 x4 9 — bt
xe™ + f(u) et
ondef(u) = e* eu = x* + 2.
Logo, pela regra da cadeia, temos

1 1 1
/m3em4—|—2dm:Z/f(u)duzz/e“du:Ze“+c:€x4+2+c
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Exemplo 2.3.2.Para calcular | —£=dx faremos a mudanca de variavell + 2 =t ou

seja,xz = t* — 1. Para talz, dz = 2t e temos:

=

(L’:

1+=z

2 —1
2tdt =

2 t3
£ —1dt =5 —t+C.

Regressando a variavel:

/ ! dr =
Vi+z B

2 3 1
5(1 +z)2 —2(1+x)2 +C.

2.3.2 Primitivacao por partes

Vamos agora descrever uma técnica de integragéo que se apliodutos (x)g(x) nos
guais um dos factores é facilmente integravel e o outro pedsisplificado por dife-
renciacdo. A técnica de primitivacdo por partes é conseigéa regra de derivagdo do
produto.

Derivandof (xz)G(x), ondeG € uma primitiva dey, temos:

d

L f@)G()) = f(@)Gx) + f ()G (2).

Integrando em ordem:aobtemos:

ﬂmmwszwamm+/ﬂwamm.

ou

/f@M@M$=ﬂ®G@Mx—ﬂ@G@Mm

Devemos por isso considerar a seguinte técnica:
Técnica de primitivacéo por partes

/ﬂ@ﬂﬂzf@ﬁ@%i/f@W@M%

onded é a primitiva dey.
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Exemplo 2.3.3.

/ zetdx

No produtoze®*, sabemos primitivar ambos os factores mas, por diferedciag fac-
tor = simplifica-se, enquanto que o facte® ndo se simplifica. Optamos, por isso,por
primitivar e**:

1 1 1 1
/xehdx = 5629[:1’ - /(EGQm)dQE = 5629611 - 16% +C.
Algumas vezes, a integracao por partes resulta num novgrattende temos que
voltar a aplicar a integracao por partes. O exemplo segaiotdra uma dessas situacoes:

/xzezdx

No produtoz?e® sabemos primitivar ambos os factores mas, por diferenciagdactor
x? desce de grau, enquanto que o factérndo se simplifica. Optamos por isso, por
primitivar e*:

Exemplo 2.3.4.Vamos calcular

/xQexdx =e"r? — /2xex = e"z? — (27e” — /26’”) = e"r® — 2ze” + 2" + C.

2.3.3 Primitivacao de fracgcdes racionais

Tal como ja definimos, uma funcgao racional é uma furigdlada poth(z) = P(z)/Q(x),
ondeP(x) e Q(x) sé&o polonémios €)(z) ndo é o polindmio nulo. Nesta sec¢do, vamos
aprender a determinar o integral de uma funcao racionahetpdo-a numa soma de fun-
¢cOes racionais simples, chamadi@scles parciaise de seguida determinar os integrais
destas fracgOes parciais. Comegamos por observar que sgeaoffgx)/Q(x) € tal que

o grau do numeraddP(z) é maior ou igual que o grau do denominaddr)), podemos
dividir P(x) porQ(z), obter um quocient¢(x) e um restaR(x) de grau inferior ao grau
de@(z). Podemos, neste caso, escrever:

P(x) / R(x) / / R(x)
ha:da::/ dr = x) + dr = x)dr + | ——dx.
s = | G = [t gy = [ sares [ 50
Uma vez quef(x) é um polinémio, o problema reside apenas no célculo de
R(x)
dzx,
/o
onde a fraccad?(x)/Q(z) é prépria no sentido de que o grau do denominador € maior
gue o grau do denominador. Vamos agora discutir os variascas
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Caso em que o denominador é um produto de factores linearesdtintos

Se considerarmos a soma das frac¢fes

2 3
e
x—2 x+1’

obtemos
2 3 br —4

=2 7+l G-+l

Entao

Sr — 4 2 3
dx = d dz =2In|z — 2| + 31 1+ e
/(iE—Q)(x—I—l)x /$_25E+/x+1x njz—2[+3njz+1|+c

Para a decomposicao de uma fracgao racional em fraccoesipano caso em que o de-
nominador € um produto de factores lineares € necessaeiomdear uma fracgéo parcial
da forma

k
ar +b’
para cada um dos factores lineares. Por exemplo, vamos gecarnfraccao
Sr — 4
(r—=2)(x+1)
na forma seguinte:
br — 4 A b

= + .
(x—=2)(z+1) x—2 =x+1
Para determinar as constantes das frac¢des parciais usamé&®do dagualdade dos
coeficientes Este método consiste em considerar uma igualdade sem demmres,
equivalente a de cima (procurando um denominador comuna dPaxemplo conside-
rado, obtemos

S5v—4=Ax+1)+B(x—2) e 5x—4=(A+B)r+ (A —-2B).

Igualando os coeficientes de mesma poténcia éen ambos os membros, obtemos o
sistema

—-4=A-2B

cuja solucdo & = 2 e B = 3. Consequentemente,

{ 5=A+B

-4 23
(x—2)(x+1) -2 a4+1
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Claro que o sistema a resolver tera tantas mais incognitagagumais factores lineares
fizerem parte da decomposicao do polinébmio denominador.

Caso em que o denominador possui factores lineares repetslo
Se o denominador da fracgdo a decompor contiver um factardwfaz + b)*, onde
k > 1, é necessario considerar a somadeac¢des parciais correspondentes da forma

Ay N Ay N As - Ay
ar+b  (ax+0b)?  (ax+0)3  (ax+Db)F

Exemplo 2.3.5.Vamos decompor a frac¢cao

3x% 4 4o + 2
z(x +1)2

Y

em cujo denominador consta o factor- 1 duas vezes. Devemos considerar a igualdade

3$2+4x+2_14+ Bl i BQ
r(z+1)2 22 o+l (z4+1)%

Pelo método da igualdade dos coeficientes, obtemos
322 + 4z + 2= A(z + 1)* + Biz(z + 1) + Box

ou
302 +4dx +2 = Az’ + 2Ax + A+ B2’ + Bix + Box
0 que equivale ao sistema de equacdes lineares
3 — A —|— Bl

4=2A+ By + By
2=A

cuja solucdo é4 = 2, B; = 1 e B, = —1. Podemos agora determinar:

/3x2+4x+2d /<2+ 1, -l y 2 1]+ 1,
——dr = [ (= r=——+Inlz —— +ec
x(z+1)2 2 x+4+1  (z+1)? x x+1

2.4 EXxercicios propostos

1. Determine uma fungcé@p= f(x), tal que:
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@ %L =2v(2-1); (b) L=22(2®-2)% (C) L=2"+12>-20+4

. Calcule a primitiva indicada e comprove as respostasastaerivando-as.

(@) [23dx; (d) [(3z* — 5z + 2)dz; (9) fxx—*;,ldx;
(b) [ (©) [ ri5d (h) [ ==
() [ Vxdz; O [G-5+ \%)dx; (i) [2*(2z+ 1)dx

. Estima-se que daquitaneses, a populacdo de uma certa cidade variara a taxa de
4 + 5t%/3 pessoas por més. Se a populacéo actuall® de0 pessoas, qual sera a
populacdo daqui & meses?

. Foi transplantada uma arvore e, ap@nos, cresce a uma taxade¢ — H)Q metros
por ano. Apo anos, alcangob metros de altura. Qual era a sua altura guando foi
transplantada?

. Calcule as seguintes primitivas:

(a) fx /3:1Z2+1d.73, (d) f\/% T, (g) L/‘Qxanil-l-l)dx
(b) [ (1 —4a®)Podu; (g) I gy. (h) [zPe!~"du;
(0) [ U2 ) [t () [(32% = 1)e”’~2da.

. Use a integracéao por partes e calcule:

(@) [ze *dx; (d) [z(z+1)%x; (@) [x3(2? —1)"%x;
() [(3—2z)e"dr; (&) [ m=da; (h) [ ade” da;
(€) [ xIn(z?)dx; )] fh;@dx; () [z(nz)de.

. As estatisticas estimam que daqui@nos, 0 numero de prisioneiros de uma peni-
tenciaria aumentara a uma taxaak@e’* prisioneiros por semana. Actualmente
existem2.000 prisioneiros nesta penitenciaria. Quantos prisione#iestardo da-
qui al10 anos, aproximadamente?

. Expresse cada uma das seguintes func¢des racionais magropmo a soma de um
polindbmio e uma funcéo racional prépria, e de seguida ietegr

(a) J" 12:B 17 dI‘ (C) f 1(2)+§§d (e) f16m$j3;v 7d$
b [ © Foendn () [T

. Calcule afungag(x) tal que:
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10.

11.

12.

13.

14.

2. Técnicas de primitivagdo

@) f'(z)=(1+2*)(2-2)ef(0) =1
(0) /() = Ln(=d) e f(2) = 1
€) f'(z) = (e* + 32% — 23 e f(0) = 3.

Indique qual das seguintes familias de funcdes reperaghin(z)dz:
@ f(z) = % +c; (b) f(z)=zln(z) —z+) f(z)= %(lnx)2 + c.

O preco de revenda de uma certa maquina decresce a ungutxaria com o
tempo de uso. Estima-se que a taxa de variacdo do seu va®t apos de uso
é dada por-960e*/° euros por ano. Se a maquina foi comprada novasgino
euros, quanto valeré) anos depois?

Calculef z* In(2?)dz.

Expresse a fungé{éf—} como a soma de um polinédmio e uma funcao racional pré-
pria, e de seguida integre.

Determine qual das seguintes familias de funcdes repi@s | =+/z + 1dx.

@) 2z(z+ 12— Lz + 1) +¢
(b) %mQ(x +1)32 ¢
(€) 2(z +1)** +c.

2.4.1 Solucgdes

1.

(@) f(x) = L2 — 1)+
(b) f(x) = £(2* - 2)7 +c.
(€) flx)=ga+ 32 —a? + 4o +c.
(a) 2252 + ¢

(b) 225 + ¢

©) —; +a

(d) 2232+ ¢

(e) 2* — 22 + 22 + ¢

M |1+ 2z +¢

(@) 3Injz[+ 5 +6yz +c
() 1 bt
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(i) 2252 + 2232 — 42" + ¢
() 225+ 32° +c.

3. 10128

4.9

5. (a) (322 +1)*? +¢
(b) 22(1 —42%)5° 4 ¢
) 1+t +c
(d) V1+4r + 322+
(e) tIn*(2?) + ¢
() In(lnx) + ¢
(@) s’ +1) +¢
(h) Lel=2" +¢;
(i) e’ +c.

6. (@) —e"(z+1)+c
(b) —e™*(3 —2x) +2¢ " +¢
() T na*—Z +c¢
d) sz(z+1)° — G+ 10 +¢
(e) nzln(2?) — In*x + ¢
() %1 Inz — % +c
@) La22(2? —1)'1 — (@ —1)'2+¢
(h) 1e”a? — e +¢

() L(Inz)*— %2 Inz+ 2% +c.

7. 1400€? + 600.

8. @u+l+ tnS+r+njr—1+c

12,2, 4,8 1 .13, 12
(b) 32° + 52— 5 + vz 927 + 52

€ z— 2% —lin|a2+ 1] +ec

9. (@b5lnjz—1|+7lnjz—2[+¢
(b) 6In|z — 3| +8In|z + 2| +¢;

4
7T+t 3

8

1

In|3z + 2| + c.

45
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10.

11.
12.

13.

14.
15.

(©) 2In|z| —4In|x + 5| + ¢
(d) In|z|+5Injz — 3| +3n|z — 2|+ ¢
() 7Tln|z|+6In|jz — 1|+ 3ln|z+ 1|+ ¢
0 2+ 2n|z|+4Injz — 3| +¢
(@) 2x+§x3—}1(1+x2)2—1—%;
(b) %xln|i—ﬂ\+%ln|%|+l—%ln3;
T 11
(€) e’z +a® — 237 4+ 4
b)
22+ 200.

% In(z?) — s2* +c.

z+In|i 2| +c

+1
a).

2. Técnicas de primitivagdo



Capitulo 3

Matrizes e Determinantes

Uma matriz € um quadro de valores dispostos em filas, linhakiaas. No contexto
deste curso, tais valores serdo sempre nameros reais. Aigaad€m aplicacbes em
inUmeros contextos da modelacdo matematica de fendmenuastul@za. Neste curso,
vao ser usadas na resolucdo de problemas traduzidos mnasstle equacdes lineares,
mas antes serdo observadas algumas das suas propriegatesas.

3.1 Definic&o e tipos de matrizes

Definicdo 3.1.1.Umamatrizé uma cadeia (array) rectangular de nimeros a que chama-
remosentradas

ai; a2 Q1n
A — Qg1 Q22 Q2n
Am1 Am2 ... Amn
ondea,;, , ..., S0 nUmeros reais, € uma matriz de entradas reais. Abremiadée
escrevemos:

A= [aijhzl,...,m,jzl,...,n~

Vamos representar pdr; a i-esima linha da matriz e pdr; a sua j-ésima coluna. A
uma matriz conm linhas en colunas chamaremos matdp tipom por n, escrevendo
matrizm x n. Em geral, usaremos letra mailscula para designar umazraatrespectiva
minuUscula (com indices) para as suas entradas.

11 0 0
Exemplo 3.1.2.AmatrizA=|{ 1 0 0 —1 | édotipo3 x 4.
21 -1 1

a7
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Exemplo 3.1.3.A matrizB = [ —21 ] é do tipol x 1.

Uma matriz com uma so coluna diz-se umatriz colunae uma matriz que sé tenha
uma linha € umanatriz linha Uma matrizm x n com todas as entradas iguais a zero
diz-sematriz nulae denota-sé,,,,. Uma matriz do tipan x n diz-serectangularse
m # n e diz-sequadrada de ordem sem = n.

1
Exemplo 3.1.4.Na matriz colunad = 2 tem-seuy; = 2.
-2

Exemplo 3.1.5.A matriz { ; (1) } € quadrada de ordern

Chamamosliagonal principalde uma matriz quadrada de orden® aos elementos

Qi 5=1,..n-

1
Exemplo 3.1.6.A diagonal principal da matriz\/ = 2
—2

S = O

2

1 | é formada pelos
1

elementosn; = 1,mys = 1, m33 = 1.

Matriz triangular superioré aquela que abaixo da diagonal principal s6 tem 0’s. Uma
matriz A=[a;;] € triangular superior ssg; = 0 quanda < j. Matriz triangular inferior &
aguela que acima da diagonal principal s6 tem Q’s ou sejanuairdz € triangular inferior
sea,;; = 0 quandoi > j.

Definicdo 3.1.7.Matriz identidade de ordem (escreve-sd€,,) é a matriz quadrada de
ordemn que tem 1's na diagonal principal e O’s fora dela. Simboliesmte, na matriz
identidade tem-se;; = 0 quandoi # j ea,;; = 1 quando; = j.

Is

Il
O O =
O~ O
—_ o O

é a matriz identidade de ordein

Definicdo 3.1.8.Matriz diagonalé aquela que fora da diagonal principal s6 tem 0’s.
Matriz escalaé uma matriz diagonal em que os elementos da diagonal sés tgdais.

-1 0

. L . 0 0] .
2 € uma matriz triangular superior e uma

1
Exemplo 3.1.9.| 0 1 01
0 0 -1

matriz diagonal.
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Definicdo 3.1.10.Se A for uma matriz quadrada, entdotoaco deA é a soma dos ele-
mentos da diagonal principal dé. Denota-ser(A).

-1 -1 0
Exemplo3.1.11¢tr | 0 2 -1 | =-142-1=0.
1 0 -1

Duas matrizesl e B sao iguais se e s6 se forem do mesmo tipo e tiverem os elementos
homologos iguais isto &, se forem do mesmo tipg;e= b;;, Vi, j.

3.2 Operagcdes com matrizes

Soma
Se A e B forem matrizes do mesmo tipo, entédo a safna B é a matriz (do mesmo
tipo) que se obtém somando cada entradadde correspondente entrada e SO €
possivel somar matrizes do mesmo tipo. Em linguagem sicth@eA = [a;;] e B =
[bij],
A+ B = [a;; + bjj]

bij|
0
3
-1

Propriedades 3.2.2.SeA e B forem matrizesn x n, entao:

1
Exemplo 3.2.1.| 0
0

(\V]
l\')
O = O
O = O

1. A+ B = B + A; (comutativa)
2. (A+ B)+C = A+ (B + (C); (associativa)
3. A+ 0=0+ A = A. (a matriz nula é o elemento neutro)

Produto por um escalar

Se A for uma matriz ec um escalar, entdo o produtel € a matriz que se obtém
multiplicandoc por cada entrada dé. Em linguagem simbolica, sec R e A = [a;],
cA = [ca;.

1 -1 0 -2 2 0
Exemplo3.23.-2x |0 1 2 |[=] 0 -2 —4
0 0 -1 0O 0 2

Propriedades 3.2.4.SeA e B forem matrizes do tipe» x n ec,d € R, entao:
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1. ¢c(A+ B) = cA+ cB;
2. (c+d)A=cA+dA;
3. ¢(dA) = (cd) A;

4. 1A = A.

Exercicio 3.2.5.Prove que, sed for uma matriz de ordem e ¢ for uma namero real,
entaotr(cA) = ctr(A).

Transposicao
Se A for uma matriz do tipan x n, chama-seransposta ded a matrizn x m que se
obtém trocando as linhas e as colunasideSe A = [a;;], AT = [a;;].
T

-1 1
Exemplo3.26.| 1 2 | = DR
S 12 -1

Propriedades 3.2.7.SeA e B forem matrizes do tipe: x n, entdo:
1. (A+ B)T = AT + BT;
2. (AT)" = A,
Produto
Se A for uma matriz do tipon x [ e B for uma matriz do tipd x n, entdo o produto

AB é amatrizn x n cujas entradas se obtém do seguinte modo: a entrada da érde
coluna;j de AB é o produto interno entre a linhiale A e a colung de B.

1 —1
Exemplo 3.2.8. L -0 o 1 |=| 1 72|
-1 1 -1 0 0 -1 2

Nota 3.2.9. e SO podemos multiplicar a matriz pela matrizB se o nimero de co-
lunas deA for igual ao nimero de linhas dB.

e Em geral, o produto de matrizesio € comutativo
Propriedades 3.2.10.SeA, B e C' forem matrizes do tipo conveniente € R, ent&o:
1. (AB)C = A(BC);
2. A(B+C)=AB+ AC;
3. (A+ B)C = AC + BC;
4. ¢(AB) = (cA)B = A(cB);
5. (AB)T = BT AT,

Definicdo 3.2.11.Uma matrizA diz-sesimétricase AT = A e diz-seanti-simétricase
AT = — A,
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3.3 Matrizes em escada, inversa de uma matriz quadrada

Uma matrizA esta enescada de linhase verificar:

1. cada linha ndo nula esta antes de todas as linhas nulagisiaare

2. se a primeira entrada nao nula da linlestiver na colund, todos os elementos da
colunaj nas linhas seguintes séo nulos;

3. a primeira entrada nao nula de uma linh&o nula estd numa coluna posterior a
da primeira entrada n&o nula de todas as linhas seguintes a

-1 1 -1 1 -1
Exemplo3.3.1.] 0 1 0 1 0 | éumamatrizem escadade linhas.
0O 0 0 0 O

A seguir apresentaremos o0 conceito de matriz inversa de watrzmuadrada dada e
desenvolveremos um método para determinar tal inversa éasxista). Esse método,
por recurso a operacdes elementares sobre linhas, tamlus@ousado para transfor-
mar uma matriz qualquer numa matriz em escada de linhas.

Definicdo 3.3.2.Se A for uma matriz quadrada de ordeme seB for uma matriz do
mesmo tipo tal quelB = BA = I,,, entdoA diz-se umanatriz invertivele a B chama-
sematriz inversa ded.

Definicdo 3.3.3.Uma matriz que n&o € invertivel diz-s®&triz singular

Exemplo 3.3.4.As matrizesA = { f g } eB = { _31 _25 } sao inversas uma da

outra poisAB = BA = [ (1) (1) 1 = I.

Exemplo 3.3.5.As matrizes{ 1 § } e { (1) _11 } nao sdo inversas uma da outra pois

11
a1

Uma matriz invertivel ndo pode ter mais do que uma inversa:

Exercicio 3.3.6.(Unicidade da inversa) Provar que, seB e C forem ambas inversas de
uma matrizA, entédoB = C.

Se A for uma matriz invertivel, denotaremos a sua inversa4or
Consequentementd A~ =T eA A= 1.
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Definicdo 3.3.7.Chamamos operacoes elementares sobre as linhas de uma ratsiz
seguintes:

1. troca de linhas;
2. multiplicacao de uma linha por um escalar ndo nulo;
3. adicdo a uma linha de produto de outra por um escalar.

Fazendo uso destas trés operacdes basicas, € possivelidater inversa da matriz
(se ela existir), procedendo do seguinte modo:

- escrever a matrigA|l,] ;

- usando as operagdes elementares sobre as linhds/dg transformard na matriz
identidade, colocandts na diagonal principal &’s fora dela;

- se, no fim do processo, no lugar em inicialmente esfawstiver uma matriz com
uma linha nula, entdd nao tem inversa. Caso contrario, a matriz que aparece no
lugar del,, é A~1.

Por agora, ndo é possivel saber a partida (excepto em algsos)sed € ou nao

invertivel.
1 2 3
Exemplo 3.3.8.Determinemos a inversada matz= | 2 5 3
1 0 8
1 23] 100
253010
108001
1 2 3 | 1 00]
0 1 =3 | =21 0| —2L1+ Lo
0 -2 5 | =1 0 1| —Li+Ls
12 3 | 1 00]
01 -3 ] -210
00 -1 | =5 2 1] 2Ly+1Ls
12 3 | 1 0 0
01 -3 ] -2 1 0
00 1 | 5 =2 —1| —Ls
120 ] -4 6 37 4 .
010 ] 13 -5 =3 3T+ I
001 5 -2 —1 s
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100 | —40 16 9
010 13 —5 —3| 22th
001] 5 -2 —1
—40 16 9
Logo, At =| 13 -5 -3
5 -2 -1

Propriedades 3.3.9.SejamA e B matrizes de ordem invertiveis. Entéo:
1. ABéinvertivel g AB)™' = B~1A™1;
2. A7t éinvertivel g A1) 7! = A;

3. sec # 0, cA éinvertivel gcA)' = 1471

4. AT éinvertivel g A7)t = (A~H)T;

5. ;' =1,.
1 6 4
Exercicio 3.3.10.Determinar a inversa (se existir) da matidz= | —2 —4 1
1 -2 =5

Definicdo 3.3.11.Uma matriz quadrada invertivel tal queA=! = AT diz-se umanatriz
ortogonal

1 V3
Exemplo 3.3.12.A matrizA = iﬁ _21 ] € ortogonal:
2 2
T T 1 V3 1 V3 1 0
Ad=A4"=1 % % J :{o 1]
2 2 2 2

Definicdo 3.3.13.Chama-secaracteristica de uma matriz ao numero de linhas nédo
nulas da matriz depois de transformada em matriz em escatialées. Denota-se(A).

Exemplo 3.3.14.A caracteristica da matri2) do exercicio anterior € 2.
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3.4 Multiplicagao de matrizes por blocos

Muitas vezes, no tratamento matematico de fendmenos, murggrizes de grande di-
menséao, mais faceis de operar depois de divididas em blocos.

1 21 1 2 31
Por exemplo,sel= | 3 4 0 |eB= |4 5 6 1 |,océlculodoprodutdlB é
0 0 2 0001

simplificado se se proceder do seguinte modo:

- fazerA =
[leg Z O1><3 U

X Y} el — [ w T
correspondentes dée B.

} , sendoX,Y, Z, W, T U os blocos

0 12 15 4
-AB:H(W XTZJFUYU}: 19 26 33 7
1x3 0 0 0 2

N&o esquecer que a multiplicacdo de matrizes em blocos séstvpbquando as
dimensodes dos blocos a multiplicar forem as "adequadasiéngide colunas do primeiro
igual ao numero de linhas do segundo).

3.5 Decomposicad U de matrizes

Definicdo 3.5.1.Uma factorizacdoAd = LU de uma matriz quadradal em queL é
triangular inferior e U € triangular superior diz-se umactorizacéo LU ded.

SejaA uma matrizn x n e U a correspondente matriz em escada de linhas obtida por
meio de operacdes elementages ndo a troca de linhas Entdo,A pode ser escrita como
0 produto de uma matriz triangular inferidf obtida a partir das operacdes elementares
efectuadas sobrd, pela matriz triangular superiéf. A decomposi¢cad.U de matrizes
pode ser muito util na resolucéo de sistemas de equacdasdme
O seguinte procedimento permite o célculo da factorizdgéaale uma matriz quadrada
A.

O agoritmo para a factorizacdd/ de uma matrizA € o seguinte:

Algoritmo 3.5.2. 1. EscreverA em escada de linhas (determinando assijnsem
efectuar trocas de linhas, anotando os multiplicadoresdosgpara colocar 1s na
diagonal e Os abaixo dela.

2. Em cada entrada da diagonal dg colocar o inverso do multiplicador usado para
colocar 1 na mesma posi¢ao €m
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3. Em cada entrada abaixo da diagonal de colocar o simétrico do multiplicador
usado para colocar 0 na posigéo correspondentelém

4. Escrever a factorizacad = LU.

Exemplo 3.5.3.Determinemos a factorizagda/ da matrizA = [ _32 _56 } :

1. No primeiro passo da transformac&o deem escada de linhas, obtém-se a matriz

(1) } cuja inversa é

O Wl

{ _12 _52 } e a correspondente matriz elementar = {

- 3 0

. g 1 . :
2. No segundo passo, obtém-se a matriz ja em eshp cuja matriz elemen-

a—2
1
tar e respectiva inversa sab, = { ; (1) } er, = _12 (i } '

-2 1
produto das matrizes triangular inferior e triangular sujpe:

RS Y k|

Note-se que as entradas da matrige obtém da seguinte forma:

E'Ey = {g (1) } [ _12 (1)] = [ 50 } e, assim,A pode ser escrita como o

1. na diagonal principal encontram-se os inversos dos picddores utilizados para
colocar 1s na diagonal principal de

2. em cada posicao abaixo da diagonal principal enconteaos-simétricos dos mul-
tiplicadores usados para colocar 0s na posi¢éo respentiva e

6 —2 1
Exemplo 3.5.4.Construamos agora a decomposi¢gao da matrizA = | 9 —1 1
3 7 5
62 1] [1-b b [ L]y
9—11ﬁ9—116e02—§—9,—3_>01—§§
3.7 5 3.7 5 0o 8 3 0 8 3
L A
-0 1 —3|-8=10 1 —1|=
3 13
0 0 0o 0 1
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Obteve-se assim a factorizacao

W=
D=

A=LU =

w o >
co NN O
v o o
O O =
=

o
—_

Nas seccdes seguintes, introduziremos a funcéo deteri@igae associa a cada ma-
triz quadradad um numero real a que chamarenuzterminante del. Apresentaremos
um método para o calculo do determinante de uma matriz dgugrabrdem e um novo
algoritmo para o calculo da inversa de uma matriz regulan icoportantes implicacdes
na resolucao de sistemas de equacoes lineares.

3.6 Determinante de uma matriz quadrada

Defini¢do 3.6.1.Determinantele uma matrizA, quadrada de ordem, € a soma dos seus
termos, sendo cada termo o produtordelementos del de forma a que nesse produto
entre um e um so elemento de cada linha e de cada coluna. Qdeilcalda termo é se a
permutacao que o origina é par e-€se a permutacao que o origina é impar. Escreve-se
det(A) ou |A].

Recorde-se que unm@ermutacadale um conjunto com nimeros inteiros € um rear-
ranjo desses numeros, sem repeticdes nem omissoes.

Exemplo 3.6.2.H4 seis permutacdes do conjuritd, 2, 3} :
(1,2,3),(1,3,2),(3,2,1),(3,1,2),(2,1,3),(2,3,1).

Diz-se que numa dada permutacédo ha umrarsdosempre que um namero preceda
outro mais pequeno. Uma permutacgoaé se o numero de inversdes que nela ocorrem
€ par e dmparse o numero de inversdes for impar.

Exemplo 3.6.3.Na permutacadl, 2, 3) ndo ha inversdes mas na permuta¢dol, 2)
hé duas inversdes. Na permutag®02, 1) ha trés inversoes.

Determinante de ordem 1:
SeAd = [(IH],, |A| = ay.
Determinante de ordem 2:
SeA = @i 12 s entéO]A| = A11Q22 — A21Q12.
Qg1 G22
Note-se que as permutagdes{de2} sdo(1,2) e (2, 1), a primeira par e a segunda
impar.
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Determinante de ordem 3:
11 Aaiz2 Q12
Os seis termos do determinantedle- | as; as ag3 | Sa0

asy azz2 Gsg
(a11a22a33), (a12a23a31), (a13(121@32)7 (a13a22a31), (a11a23a32), (@12(121%3)7
0s trés primeiros positivos e o0s trés Ultimos negativosinAss
|A| = (11022033 + A12023031 + Q13021032 — Q13022031 — 411023032 — A12021033.
Propriedades 3.6.4.SejamA e B matrizes de ordem e ¢ um escalar. Entao:
1. |AB| = |A||B];
2. [cA| = ¢"|Al;
3. |AT] = |Af;
4. SeA for ortogonal, entdqA| = +1;
5. Sed for invertivel, entdagA~"| = 4.

Prova. de e)
ComoAA~! = I,, entdo|AA~!| = |I,| = 1. Consequentemente, comd| # 0,
A=Y = ﬁ.
0

3 1 -1 3 2 17
Exemplo 3.6.5. 1. Sendoﬁlz{2 1]eB={ 5 8]”43:{3 14}

etem-seA| =1, |B| = —23,|AB| = —23.

Propriedades 3.6.6Propriedades dos determinantes) 1. Se se multiplicar uma linha
ou uma coluna de uma matriz por uma escalar,, 0 novo determinante @A|;

2. Se uma matriz tiver uma linha ou uma coluna de zeros, entédo = 0;

3. Se uma linha ou uma coluna defor uma soma de parcelasd| pode "desdobrar-
se” numa soma de determinantes;

4. Se se trocarem duas linhas ou duas colunad de novo determinante €| A|;
5. SeA tiver duas linhas ou duas colunas multiplas uma da out#a,= 0;

6. O determinante dd ndo se altera se se somar a uma linha (coluna) um maditiplo
de outra.
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1 7 ) 1 75 17 5
Exemplo 3.6.7. 1. 2 0 3 =120 3|+|2 0 3
140 4+1 7-1 1 4 7 01 —1
1 =7 2
2. 12 0 4 |=0porque a 3colunaé multipla dai.
1 4 2

Proposicao 3.6.8.0 determinante de uma matriz triangular € o produto dos efeose
da diagonal principal.

Utilizando as propriedades dos determinantes atras eadas;i € possivel calcular o
determinante de uma matriz reduzindo-a a uma matriz trlangor meio das operacoes
elementares ja descritas:

1 0 1
Exemplo 3.6.9.Vamos calculag —1 0 —2 | usando propriedades dos determinantes
-1 3 3
para transformar a matriz dada numa matriz triangular super
1 -1 1
-1 -1 -2
1 3 3 Li+ Ly
1 -1 1
0 -2 -1
-1 3 3 | L1+1Ls
1 -1 1
0 -2 -1
0 2 4 | Ly+1Ls
1 -1
0 -2 -1
0 0

Como as propriedades aplicadas ndo afectam o valor do detemie, ele € igual a

I1x(=2)x3=-6

Exercicio 3.6.10.Prove, recorrendo as propriedades dos determinantes, que

=(b—a)(c—a)(c—D0).
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3.7 Teoremade Laplace; Calculo del! a partir de adj(A)

O Teorema de Laplace fornece-nos um algoritmo para o catbelldeterminantes de
gualguer ordem.

Definicdo 3.7.1.Se A for uma matriz quadrada de ordem chama-sanenor associado
a entradaz;; ao determinante da submatriz que se obtemiddiminando a linha e a
colunaj. Denota-se\/;;.

Ao numerq —1)"*7 M;; chama-seomplemento algébrico ou cofactor associadg a
Escreve-s€’;;.

3 1 —4
Exemplo3.7.2.SeA= | 2 5 6 |, tem-seMy =28ec;; = (—1)% x 10 = —10.
1 4 8

Teorema 3.7.3(Teorema de Laplace)O determinante de uma matriz de ordemn é
igual a soma dos produtos das entradas de qualquer linha twneopelos respectivos
cofactores.

2 1 0
Exemplo3.74.| 1 1 1|=2x
-1 -2 2

1 1

-2 2 -1 2

- 1x

1 1
4o

—2(2+2)—(241)=8—-3=5.

De seguida apresentaremos um método para o célculo dadardersma matriz, re-
correndo ao célculo do determinante. Terminaremos estautamtroduzindo com um
importante critério para a invertibilidade de uma matriadpada.

Definicdo 3.7.5.Se A for uma matriz de ordem, a transposta da matriz dos cofactores
de A chama-sematriz adjunta del. Denota-se poudj(A).

Exemplo 3.7.6.
3 2 -1 12 6 —161" 12 4 12
adi|1 6 3 |=]4 2 16| =] 6 2 -10
2 —4 0 12 —10 16 —16 16 16
Cii = 12,C12 = 6,C13 = —16,C = 4,0y = 2,053 = 16,05 = 12,05 =
—10, Cly3 = 16.

Teorema 3.7.7.SejaA uma matriz invertivel. Entao,

- dj(A)
A= .
| Al
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1
Exemplo 3.7.8.Considere a matrizl = | 2
5

por calcular|A|. |A| =27—-32—-18+20+16—15

Finalmente,

ATl =

Teorema 3.7.9.Uma matriz quadrada é invertivel sse o seu determinanteifierahte de

Zero.

-5 2
adj(A)=| -1 4
1 =2
—5/—2 —1/—2
2/ —2 4/ —2
1/—2 -3/-2

co W —

1 T

-3
1

1/ -2
—2/ -2
1/ -2

3.8 Exercicios propostos

1. Considere as matrizes:

A

11 2
0 0 2
1 30
21 2
1 01

Calcule, se for possivel:

(@ B+E,C+EA+B,D+F
(b) D —

FA-B

(€) —3C,3D + 2F,2B — 4E
(d) 2(D + F) — 2D — 2F

2. (a) Determiner sabendoquel=| -3 2 z |,B

(b) CalculeAB e BA, sendoA = [ 0

1
4
9

|

. Determinemosgt—! : Comecemos

—2. Determinemos agoradj(A).

)
2
1

3. Matrizes e Determinantes

-1 1

4 =2

-3 1

5/2 1/2 —1/2
-1 -2 1
~1/2 3/2 —1/2

(e) AT, (AT)T

f (C+E),CT ET

(9) E-E"E+E" (E+E")T

1

1

0
-5
3

]eB[Oll].

eAB =1T7.
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3. Que linhas, colunas ou matrizes é preciso multiplicaa pafcular:

(a) a3 colunadeAB?

(b) a primeira linha ded B?

(c) aentrada da®3inha e 4 coluna deAB?
(d) aentrada da®linha e F coluna deABC?

4. As vendas mensais (em milhares de unidades) de CDs e de ¢ilmB¥D de trés
lojas L1, L2 e L3 sdo descritas na tabela seguinte:

L1 | L2 | L3
Janeiro CD | 37| 28| 18
DVD | 33| 19| 10

L1 | L2 | L3

Fevereiro CD | 27 | 12
DvD | 22| 8 | 3

\l

(a) Escreva duas matrizes 3, A e B, representando as vendas em Janeiro e em
Fevereiro.

(b) Escreva a matriz que representa o total das vendas romdses.
(c) Escreva a matriz que representa a diferenca entre aasvdod dois meses.

5. Considere as matrizes:

A_'1—11 (1 2 3 100
T2 -10 C=1|456 E=[010
4 9 | 78 9 0 0 1

B=|1 0 (2 3 [0 1
2 -1 D__11 F__10

Calcule, se for possivel:

(a) AC,C A (c) A(BD),(AB)D
(b) CB, (CB)T,CT BT, BTCT (d) AC + AE, A(C + E).
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SR

6. (a) Sejad = [ cci } . Prove qued? = (a + d)A — (ad — be) Is.

(b) Sejad = { Lo } . Prove qued? = 24 — I,.

-1 1
7. Determine para que matrizes 2 A e B sao validas as igualdades:

(@) (A+ B)?=A?>+2AB + B?
(b) (A+ B)(A— B) = A2 — B?

8. Transforme as seguintes matrizes em matrizes em escduhae e determine a
sua caracteristica:

1 2 3 1 -1 1

@ A=]14 56 c)C=| 2 —-10
789 -1 -1 1

2 11

1 -1 dD=| 1 01
(b)B__z -1 0 | -1 0 1

9. Discuta a caracteristica das seguintes matrizes emdultgharametro reat.

a —1 3 2 1 -1
@A=|4 —a -1 1121
a —1 —4 (b) B = 0 a 2

a 4 2

10. Obtenha a factorizagdd/ de cada uma das seguintes matrizes:

2 10 111
@=1[121 =12 45
| 7 8 9] | 0 4 0 |
[ 1 1 0] [ 2 4 8]
b)=1]121 d=1]0309
01 2 |0 0 7

11. O que acontece a factorizacBd' de uma matriz com um zero numa posi¢ao de
pivot?

0 0,5

12. Verifique se a matriZ = { —0,25 0,25

} é inversa de alguma das matrizes:
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(a){j ‘08}

13. Considere as matrizels= {

2 —4
® 5]
2 0 11
0 3 } ed = [0 1 }
(a) CalculeS.
(b) CalculeB = SAS™!

100 2100 0
(c) Mostre qued'™ = 0 3100

14. Determine, caso exista, a inversa de cada uma das ssgonatrizes:

15. Calcule o determinante de cada uma das seguintes mariiga quais delas sédo

1 2 3
@ A=14 3 1
12 4
-1 0
(b B=| -1 -1
0 0
invertiveis:
(2 1 1
@A=|14 —4
|10 2
3 0 8
b)B=1| 5 0 7
-1 4 2
a 1
(c)C—{M}
3 -1 5
2 5 4
(d) D= 1 2 1
0 2 0

1
1
0

NN O =

(c) C =

d) D=

(e) E=

() F=

1
0
4
-1
1

1
1
1

16. Utilize propriedades dos determinantes para calcular:

-1
-1
1
1

(@)

—_ = = =

1
—1
-1

1

1
-1
-1
-1

®) | a

O =N

-2
)
0
-1

=

(@4

- o |
N

S = N W
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1 1 1 1

a b ¢ d

(c) 22 PR
at b A B

17. Determine os valores do escalae R para os quais a matriz — \I € singular,

sendo:
0 3 [1 0 2
(a)A—[2 1] by A=|0 -1 —2
2 -2 0
. 10 -3
18. Resolvaaequag%o =12 xz —6
3 1—=x
1 3 -5

19. Determine as matrizes adjunta e inversa de:

1 2 -1 1 20 5
@A=|-1 1 2 3 41 7
2 —1 1 ©C=1 5539 ¢
0012 -7

111 1

10 —2 01 11

(b) B=|3 1 4 @D=1450 11

5 2 -3 (0001

Como poderia provar, antes de ter calculado e B—!, que A e B ndo sdo inversas
uma da outra?

20. Prove que se uma mattizé ortogonal, entapd| = +1.

1 0 1 1 -2 00
21. SendadA = | 0 01|,B= 1 0|leC=1] 2 1 0 |,resolvaas
1 1 2 1 11

O W =

-2

oLo ~ O

seguintes equacoes:

(@) 24— X = B!
(b) CX + B=BX +C
(c) AT—A'=(A+B+0O)"+X

22. Sempre que seja possivel, dé exemplos de matrizes daadra B nas condicdes
indicadas. Se nao for possivel, indique porqué.
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(@ A2=0ANA#0
(b) A2 =T
(c) AB=0ABA#0
23. SejamA e B matrizes do tipa x 5, C' uma matriz do tip® x 4 e D uma matriz do
tipo 4 x 2. Determine quais das seguintes expressoes matriciatslestédefinidas,
e nesses casos, indigue a dimenséo da matriz resultante.
(@) (AT +C)D.
(b) CT(A+ B)?
(c) (AT +C)(AT +O)T
24. SejamA, B e C matrizes quadradas da mesma ordem. Diga se cada uma das
seguintes afirmacdes é verdadeira ou falsa. Se for verdadiga porqué, se for
falsa dé um contra-exemplo.
(a) SeAB = 0, entdo tem-se necessariamente- 0 ou B = 0.
(b) (AB)? = A2B2,

(c) Se aprimeira e terceira colunas@edao iguais 0 mesmo acontece a primeira
e terceira colunas déB.

(d) Se a primeira e terceira linhas eséo iguais 0 mesmo acontece a primeira e
terceira linhas del B.

(e) SeA e B sdao invertiveis, entadd + B também é.
() SeAB = AC' e Atem inversa, enta® = C.
(g) SeA tem inversa, entad? também tem.

=~
T

1
25. Considere amatriza = | 1
1

(a) Sem efectuar qualquer célculo, diga o que se pode conclanto ao valor da
caracteristica dd quandok = 4.

(b) Determinek de modo que a matriz seja regular.

26. Sabendo qu = 1, calcule os seguintes determinantes:

— N Q
N — o
_ O 0
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a b c 1 -1 -1 a b c
(@) 6 3 0 |(b) 2 1 ) | 2a+2 2b+1 2c
-1/2 -1 -1/2 3a+1 3b+2 3c+1| a+1 b+2 c+1



Capitulo 4

Sistemas de equacoes lineares

O objecto de estudo deste capitulo, sistemas de equacéaekné, de entre os que abor-
daremos neste curso, um dos mais interessantes e ricos ieagaps. Introduziremos
alguma terminologia e apresentaremos dois métodos pasalagéo de sistemas.

4.1 Classificacao de sistemas de equacodes lineares quanto
a existéncia de solucdes

Uma equacao do tipo
a1 r1 + asxo + ...+ apx, = b

ondei, ao, ..., a, SA0 NUMeEros &1, xo, ..., r,, Sa0 incégnitas diz-se uneuacao linear
Seb = 0, a equacao diz-deomogénealUm sistema de equacdes lineamssistema line-

ar é uma conjuncao de equacdes lineares. distema homogéneo de equacdes lineares
€ uma conjuncao de equacdes lineares homogéneas.

J— — 2 — =
Exemplo 4.1.1. rhy—22=0 € um sistema de equacdes lineares as Y ta=1
2 —y+z2=1 rT+y+z=1

n&o é (por causa do terme’).

—r—y+z=0
Exemplo 4.1.2.¢ = —3y+2z=0 éum sistema homogéneo.
r+y—z=0

Definicdo 4.1.3.Um sistema linear que ndo tenha solu¢des dizrgmssivel Um sistema
com pelo menos uma solucgéo, dizpsssivel Se tal solucdo for Unica, o sistema diz-se
possivel e determinagige existir mais do que uma solucéo, o sistema dipessivel e
indeterminado

Todo o sistema de equacdes lineares estd em uma e sé umaulatesesjtuacoes:

67
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1. ndo tem solucéao;
2. tem uma e uma s0 solucao;

3. tem uma infinidade de solugdes.

—r—y+z=1 —royte=l
Exemplo 4.1.4.0 sistem 4 ~ ~ éimpossivel. Jaosistear +y — 2z = —1
r+y—2z2=0 ety =0

€ possivel e determinado.
Exercicio 4.1.5.Um sistema homogéneo é sempre possivel. Porqué?

4.2 Forma matricial de um sistema de equacoes lineares

As matrizes sdo particularmente Uteis na simplificacdo ddéta® na resolucdo de siste-
mas de equac0es e as propriedades do célculo matricial gaEtersadas nessa resolucao.
Consideremos um sistema de equacoes lineares genérica eguacdes e incognitas:

a1171 + @192 + ... + a1, = by
21T + Q222 + ... + QopTy, = bg

A1 T1 + AmaTo + ... + QpnTn, = bm

Sejam as matrizes

a1 a12 e Qg T bl

a921 a9 ... Q2 ) b2
A= X = B =

Am1  Gm2 oo G Tp b

Por definicdo de multiplicacdo de matrizes, podemos reesooesistema de equagdes na

forma
AX =B,

designada déorma matricial do sistema
A matriz A chama-se matriz dos coeficientesroatriz simples do sistem& é a matriz
das incognitas & é a coluna dotermos independentes
SeB # 0, o sistema diz-se homogéneo.
Chamamosnatriz ampliada do sistema matriz[A| B], especificamente

a1x a2 | by
e N
Am1 Am2 ‘ bm
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Em geral, se um sistema de equacdes linearesitivequacoes @ incognitas, entao
a sua matriz simples sera do tippx n e a sua matriz ampliada serax (n + 1).

Definicdo 4.2.1.Dois sistemas de equacoes lineares dizeraeggvalentese tiverem o
mesmo conjunto solugéo.

4.3 Resolucao de sistemas através da inversa da matriz
dos coeficientes

Consideremos o sistema escrito na forma matri¢idl = B. Se A é uma matriz inverti-
vel, podemos escrever
AX =B X=A"'B

e entdo, determinar a solugéo do sistema corresponde plinaltduas matrizes.
Naturalmente, este método so se aplica se a matriz dos eoédisifor quadrada e admitir
inversa. Claro que tal acontece somente se o sistema fovpbssieterminado.

Exemplo 4.3.1.Resolva o sistema

r+y=1
y+z=2,
r+z=0

através da inversa da matriz dos coeficientes.
Solucéo. A matriz dos coeficientes é

1 10

A=10 11

1 0 1

e a suainversa é

110
At=10 11
101

Entao _
T /2 1/2 —1/2 1 3/2
y|=1-1/2 1/2 1/2 |.|2|=] 1/2
z /2 —1/2 1/2 0 —1/2
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4.4 Resolucao de sistemas pela regra de Cramer

A férmula que se segue fornece uma técnica muito Util para@uedo de sistemas de
solucéo unica.

Teorema 4.4.1(Regra de Cramer)SejaAX = B um sistema de equacdes lineares
comn incognitas tal qug A| # 0. Entdo, o sistema tem uma s6 solu¢do que pode ser
obtida do seguinte modo:

oo Al A A

sendoA; a matriz que se obtém désubstituindo a colunapela coluna das solucgdes.

Exemplo 4.4.2. Apliguemos a Regra de Cramer para resolver o sistema

r+y+3z=1
r+y=2
r—2=0

A matriz simples do sistema é

1 1 3
Ajj=|2 1 0 |[=1,
00 -1
1 1 3
1 0 —1
e
1 11
As|]=|1 1 2|=1.
1 00
Consequentemente, a solucéo do sistema é
17
=(—=,=,—3).
(xl,fL’g,l’g) ( 37 37 )
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4.5 Meétodo de eliminacao de Gauss

As técnicas subjacente a resolugdo de um sistema de equiag@ess vao sempre no
sentido de determinar sistemas equivalentes ao dado, massimples, até podermos
identificar o seu conjunto solucéo.

O método de eliminacao de Gauss, passa por considerar Z arapliada do sistema

[AB]

e por aplicacao das operacgOes elementares sobre mater&efinicdo 3.3.7). Tais ope-
racoes transformam a matriz ampliada numa matriz em esedd#hds e esta representa
um sistema equivalente ao primeiro, embora mais simples.

Isto corresponde a troca de equacdes, a multiplicacdo decégsi por um numero di-
ferente de zero e a substituicdo de uma equacao pela somarde duas. Todas estas
operacoes transformam o sistema em outros sistemas eguesl

Exemplo 4.5.1.0 sistema de equacdes lineares

rT+2y—4z=—-4
3r —2y+3z=11
r+y—2z=0

€ equivalente a
r+2y—4z= -4
—8y + 15z = 23
—y+3z=4

(multiplicou-se a 1 linha por —3 e somou-se a?2 multiplicou-se a 1 linha por —1 e
somou-se a3 que por sua vez é equivalente a

r+2y—4z= -4
—8y + 152 =23
—92 = -9

(multiplicou-se a 3linha por —8 e somou-se a2

Obtém-se assim um sistema equivalente ao inicial cujauwedol € muito simples,
comecando-se com & Bquacao , resolvendo depois ae, por fim, a . A sua solucéo
e:

r =2
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Note-se que sistemas de equacdes lineares cuja matrizsigpiangular sdo muito
faceis de resolver. Concentremo-nos entdo em transformaatrézrinicial do sistema
numa matriz triangular superior ou em escada de linhas osgpetacdes elementares.

Vamos traduzir para a linguagem do calculo matricial osutétcefectuados na reso-
lucdo do sistema do exemplo anterior. A sua matriz ampliada €

3 -2 3 | 11

As operacdes elementares efectuadas sobre as equacteei@siorrespondem a

1 2 —4 | —4
0 -8 15 | 23
|0 -1 3 | 4 |
(1 2 —4 | —4]
0 -8 15 | 23
|0 0 -9 | -9 |

tendo-se obtido uma matriz em escada que corresponde amaiste muito facil
resolucéo

r+4+2y—4z=—4

—8y + 152 = 23
-9z =-9
cuja solucao é
=2
y=—1
z=1.

Em vez de escrever o sistema a resolver, € mais simples &fegaracdes elemen-
tares sobre as linhas da matriz ampliada que lhe correspat&se obter uma matriz
triangular ou em escada. Quando essa matriz for determidade-se escrever o sistema
correspondente e resolvé-lo. Esteré@todo de eliminacédo de Gauggo algoritmo pode
ser resumido como se segue:

1. escrever a matriz ampliada do sistema;

2. transforma-la numa matriz triangular superior ou emdsck linhas recorrendo a
operagOes elementares;

3. escrever 0 novo sistema correspondente a tal matriz;

4. resolver esse sistema.
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Exercicio 4.5.2.Resolver o sistema de equacgdes lineares

r+2y+3z2=1
r+y=2
r—22=0

usando o método de eliminacdo de Gauss.
O método de eliminacédo de Gauss-Jordamescenta um passo ao algoritmo anterior:

5. comecando na ultima linha ndo nula e fazendo os calcujpessgvamente, usar
cada pivot para transformar em zero os elementos da regpeotuna.

(transformar em zero todos os elementos da matriz simplegspejam fora da "diago-
nal”).

4.6 Discussao de sistemas de equacoes lineares

Vamos agora classificar os sistemas de equacdes lineamrs guexisténcia de solucéo,
por observacdo do numero de incognitas e das caractesidasanatrizes dos coeficien-
tes e ampliada do sistema. Para isso, lembramos que a cetizdiede uma matriz,
c(A), € o numero de linhas ndo nulas da matriz triangular ou endasalinhas que se
obtém deA por meio de operacdes elementares. Ao processo de traagf@onde uma
matriz em matriz triangular ou em escada recorrendo a opesaementares chama-se
condensacéao

Teorema 4.6.1.Um sistema de equacdes lineares € possivel somente se tecatara
da matriz dos coeficientes e a caracteristica da matriz aadpldo sistema, coincidirem.
O sistema é possivel e determinado, caso as caracteristasamatrizes dos coeficientes
e ampliada, coincidam com o nimero de incognitas do sistema.

O sistema € possivel e indeterminado, quando as caradtagsias matrizes dos coefi-
cientes e ampliada coincidem, sendo o numero de incognitasstema superior a esse
valor.

Dado um sistema de equacdes lineadeds = B com n incégnitas, pelo teorema
anterior temos um dos seguintes casos:

1°casoc(A) < ¢(A|B) sistema impossivel;
2° casoc(A) = ¢(A|B) < n sistema possivel e indeterminado;

3P casoc(A)

c¢(A|B) =n sistema possivel de solug&o unica.
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Exemplo 4.6.2.Vamos analisar o sistema de equacdes lineares

2r+y+z = 1
r+2y—z = 0
r—y+az = 2

em funcéo do parametr@, comecando por condensar a sua matriz ampliada:

2 1 1 | 1
A=|1 2 -1 | 2
1 =1 a | 0
2 |1
0 — | 1
0 3 —2a+ 1| -3
2 |1
| 1
—2a+4 | —2
A caracteristica deA|B] sera igual a:
() 3sea #2;
(i) 2sea =2.

Consequentemente, o sistema sera
(i) possivel e determinadgA) =3 = m = n sea # 2;
(i) impossivek(A) =2 < msea = 2.
Jé foi visto que um sistema homogéné& = 0 € sempre possivel(admite sempre a

solucéo nula). Tal sistema sera indeterminado se e go13e< n.

4.7 Exercicios propostos

1. Identifigue as equac¢des que sao lineares nas respecineseNs:

(@) z1+ 7 Y32y — VBrg =1 (c) u= —m)—i-%w—\/gz
(b) 52+ 2y —2=0 (d) 2%/° 4 8y — 5z = T7/2
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3T =2y 8 . Indique qual das seguintes afirmacdes é verda-

2. Consnderec{ drty = 7

deira:

(a) O sistema é impossivel.
(b) A solucéo &2,—1).
(c) Asolucao é arecta= 2.
(d) As equacbes sao equivalentes.
3. Dado um sistema d& equacfes & incognitas, qual das seguintes afirmacdes é
verdadeira:
(a) O sistema nao tem solugéao.
(b) O grafico do(s) ponto(s) da solucéo € a interseccao déisagd@las equacoes.

(c) O gréfico da solucao é a interseccao do eixoxdosom os gréficos das equa-
coes.
(d) Existe um par ordenada;, y) que satisfaz ambas as equacdes.

4. Qual dos graficos dos seguintes sistemas é um par de racelgs:

3r—2y = 7 r—2y = 7
(2) { 4y = 6r— 14 (b) { v = 446y
20+3y = 7 dx+y = 1
(©) { 3r—2y = 6 (d) { Ty = 3z
3 2 —1
5. Qual dos seguintes sistemas corresponde a matriz deieptfec | 0 1 5
2 0 1
3r+2y = —1 3r = 2
(a) y = 5 (b) 2e+y = 0
2c = 1 —r+5y = 1
3r+2z = 10 3x+2y—2 = —3
(c) 2e+y = 0 (d) y+5z = 15
—r+5y+z = 5 20 4+z = 3
6. Considere o sistema
r+y+z = 3
20 +2y+22 = 6

3r+3y+32z = 10
Identifique qual das afirmacfes seguintes é verdadeira.
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7.

10.

11.

12.

4. Sistemas de equacdes lineares

(a) Existe uma unica solugao= 1,y =1,z = 1.
(b) O sistema é impossivel.

(c) Existe um nuamero infinito de solucgdes.
Resolva os sistemas de equacoes lineares:
(a) usando a matrid~!

(b) por eliminagao de Gauss

(c) usando a Regra de Cramer

i royo= Ay ey = Sy [ 2eey =
"l 4r+2 = 6 | br+Ty = 4 | 20—-8 = 8
iV, 2r — 8y = 6\5 6x + Yy = 3 vi. 3r + y = 0
—3r+12y = — —4dr—y = 8 2 —3y = 0
Encontre: e b de modo que o sistem{a Zi J_r Zz i 2 tenha solugéo unica.

. b o
Encontrez e b de modo que o &stem% ax -+ by “ tenha uma infinidade de
br+ay = c
solucgdes.
. . ar—by = ¢ . ~
Determines, b, c ed, de modo que o sistema nao tenha solucéo.
br+ay = d

Resolva cada um dos sistemas de equacdes lineareqdtiliadviétodo de Elimi-
nacéo de Gauss:

r+y+2z = 8 —2y+32z = 1
@< r—2y+32z = 1 () { 3z+6y—3z = =2
dr—Ty+4z = 10 6r +6y+32 = 5
20 +2y+42 = 0
20+ 2y+22 = 0 d) w—y—3z = 0
(b) § 2x+5y+22z = 1 2w+3r+y+z = 0
Sr+y+4z = -1 2w+z+3y—2z = 0

r+y+2z = 2
Usando a Regra de Cramer, resolva o sistema de equacaessiner + 2y + 2z =
r+2y+42 = 3

—_
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13. Discuta o seguinte sistema em funcao do parametro

r+z4+w = 1
oar +y —w 0
r—y+aow = 1
ar+y+az = 1/2

14. Determine os valores depara 0s quais o sistema

2r+y+z = 1
x+2y—z = 0
r—y+taz = 2
(2) néo tem solucéo
(b) tem solugéo unica. Calcule-a para= 0.

15. Determine o valor de para o qual o sistema de equacdes

2v—=5y+2z = 0
rT+y+=z
20+ Xz = 0

|
o

tem solucgdes distintas da trivial e calcule-as.

16. Discuta os sistemas de equacdes seguintes em funcipa@(inetro(s):

r+2y+3z2 = 0 v —1ly+az = 0
(@) 20 —y+z+5t = 0 (b) r—2y+2z2 = 0
3r+y+4z+at = 1 dr+4y—14z = 0
2v+y—2z = 0
2c—y+2z = 0 r+ay+bz = 1
(c) r+2y+22 = 0 (d) ab—1)y = a
ar+3y—3z = 0 rtay+z = b2
r+y—z = 1 r+y+z+t = 0
© 20+y+3z = 2 0 r+ay+224+3t = 0
3r+2y—2z = 0 r+y+az+4t = 0
r+y+z = a r+y+z+at = 0
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

4. Sistemas de equacdes lineares

r+y—z = 1 2r+3y—z = b

2 —y+z = 2 (h) r—y = 1

@) r—2y+3z = 3 Sy +az = —b
2r—y—+az = b

Um zoo tem passaros e animais selvagens de quatro paaszd contént0
cabecgas €00 patas. Quantos passaros e quantos animais selvagens vivanh

Numa gelataria vendem-se gelados e batidos. Um geladmposto por uma
medida de xarope£bolas de gelado e o batido por uma medida de xarGdeéas
de gelado. Se a loja gasta por dibaldes de geladofegarrafas de xarope por dia,
guantos gelados e quantos batidos vende@afrafa de xarope- 32 medidas e
balde de gelade- 128 bolas).

A Companhia de Porcelana do Centro produz em ceramica edpgas para mo-
Ihos. Para a producéo de cada peca sdo necessarios algensisde custo fixo.
Para cada copo esse custdsécéntimos e para cada tagd céntimos. Um traba-
Ihador precisa, em médid,minutos para a producao do cop@ eninutos para a
producao dataca, pois todo 0 processo € executado por umanaage sao gastos
44 euros por dia em material para a producdo de copos e tacas\pbias. Quan-
tos copos e tagas para molho podem ser fabricadashtemas de trabalho gastando
exactamentd4 euros de material?

Uma unidade de torrefacdo esta interessada em testanisto@a de trés tipos de
grao para obter um lote final d800kg com um custo de7500 euros. O primeiro

tipo de gréo custd, 50euros/kg, enquanto que o segundo cu$tleuros/kg e 0
terceiro3, b5euros/kg. Na confec¢do de um lote é necessario que as quantidades
utilizadas do primeiro e segundo tipos de gréo sejam ig\aigfique se € possivel
obter o lote anteriormente referido.

Um agente dos servigos secretos sabesquwides estdo estacionados num aero-
porto secreto. O agente pretende descobrir quantos difistesdes séo avides de
guerra e quantos sdo bombardeiros. Ele sabe ainda que formamendado250
misseis para carregar os avides. Cada avido de guerra trartsgesses misseis e
cada bombardeiro apen2snisseis. Sabe-se ainda que o numero de avides corres-
ponde ao dobro do numero de bombardeiros. Qual o niUmero Giesade guerra e

de bombardeiros estacionados no aeroporto secreto?

Um turista acabou de regressar da Europa. Sabe-se dowe gasdiarie80 euros na
Inglaterra,20 em Franca 0 em Espanha. Para a alimentacdo gastou diariamente
20 euros em Inglaterr&80 euros em Franca®) euros em Espanha. Gastou ainda
diariamentel 0 euros em despesas extras. No total o turista gagtowuros em
hospedageng20euros em alimentacéold0 euros em despesas extras. Pretende-
se determinar o nimero de dias que o turista esteve em cada pai
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2r—y+3z = a
23. Considere o siste 3r+y—5z = b
—Hr—>Hy+2lz = c

Mostre que o sistema € impossiveksg 2a — 3b.
204+3y—2z = a

24. Considere o siste r—y+>dbz = b
3r+T7y—5z = c

Encontre as condi¢des solrg e ¢ tais que o sistema seja possivel.

25. SejaAd uma matriz regular de ordem Prove que 0s sistemas deequacdes a
incégnitas, AX = Be A~'X = C posuem a mesma solucéo se e si3se A%C.

r+y+z =1
26. Considere o sistema de equacodes lineares-ax +2y = 2 («a,8 € R).
2e+y—2z = f

(a) Deternine os valores dee j para os quaisr, y, z) = (1,1, —1) € solu¢éo do
sistema.

(b) Discuta o sistema em funcéo dos parametros reais.
(c) Considrex = 1 e 3 = 0 e determine, utilizando a regra de Cramer, o valor de
Y.

27. Uma companhia produz trés produtos, sendo cada um delesspado atraves de
trés departamentos diferentes. A tabela seguinte siatesihoras requeridas, para
a producao de uma unidade de cada artigo, em cada depamament

Departamentg Produto Horas disponiveis por semana
1 2 3
A 2] 35 |3 1200
B 31 2,5 |2 1150
C 4 3 2 1400

Além disso, a capacidade semanal de producéo, isto €, agérmthéxima que cada
departamento pode atingir, trabalhando em condi¢des marotan o equipamento
existente, para cada departamento, € indicada em horamisis. Pretende-se
determinar se existem combinacdes de producado dos tré&sptea as quais se
esgotem as capacidades semanais dos trés departamentos.



80

4.7.1 Solucbes

=

10.
11.

12.
13.

14.

15.

a)b)ec).
b).

b).

a) eb).
d).

b).

(@)
(b)
(© i (5,1).
i. (17/19,23/19).
. (12/7,-11/7).
iv. (
(
i (0

0,—-3/4).
V. (1

1/2,-30).
,0).
(c/a,0), paraa # 0 eb # 0.

a=boua = —b.

d#c/N\a=0b\/a=-D).

(@) S = {(37 172)}

(b) S ={(*=%=, =%+ 2) 2z € IR}

© S={}

(d) S ={(x, 0,—z):x € IR}.
S={(1,-1,1)}

4. Sistemas de equacdes lineares

Sea = 1, o sistema é possivel indeterminado;cse# 1, o sistema € possivel

determinado.

(&) O sistema nao tem solugéo para 2;
(b) O sistema tem solucao Unica pargt 2

O sistema é indeterminado se- 2. Neste casa$ = {(z,0, —z)}.
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16.

17.
18.
19.
20.

21.
22.
23.
24.
25.
26.

(a) Sex = 5, 0 sistema € impossivel; ae£ 5 0 sistema € possivel determinado.
(b) O sistema é possivel de solucao Unica para qualquerdedor

(c) Sea = —6, o sistema é indeterminado; ge# —6 0 sistema €& possivel
determinado.

(d) Sea = 0, o sistema € indeterminado, para qualquer valob;dea # 0 e
b = 1, entdo o sistema é impossivel; e 0 e b # 1, entdo o sistema é
possivel determinado.

(e) Sea = 3, 0 sistema é possivel determinadopusg 3 o sistema € impossivel.

(f) Sea # 1, o sistema é possivel determinadojese- 1 0 sistema é possivel
indeterminado.

(g) Sea # 1, o sistema é possivel determinado, para qualquer valér de
a=1eb # 2, 0 sistema € impossivel, se= 1 eb = 2, entdo o sistema é
indeterminado.

(h) Sea # —1, o sistema € possivel determinado, para qualquer valér se
a=1eb+#1/2, osistema é impossivel; Ge=1eb = 1/2, entdo o sistema
é indeterminado.

20 aves el0 animais com quatro patas.
92 gelados &8 batidos.
120 copos &30 tagas.

Obtemos o referido lote se utilizarmos, aproximadae&ns Kg do primeiro e do
segundo tipo de grao2914 Kg do terceiro tipo de grao.

40 avides de guerra®) bombardeiros.

O turista esteve dias em Inglaterraj dias em Franga €dias em Espanha.

O sistema é possivel determinado para quaisquer vaeres, c € R.

@a=0ep=4.

(b) Sea # —3, o sistema é possivel determinado, para qualquer valgr, de
a=-3e[ # 1, o sistema € impossivel; 8e= —3 e 3 = 1, entdo o sistema
é indeterminado.

(c) y=-2/5.
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27. Deverao ser produzid@90 artigos do produtd, 100 artigos do produt@ e 150
artigos do produt@.
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